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第四章 圆锥曲线参考答案

专题 1 直线方程

1．C； 2．C； 3．B； 4．C； 5．B； 6．D； 7．D； 8．D； 9．C； 10．C； 11．A； 12．

D； 13．C； 14．D； 15．B； 16．C； 17．B； 18．C； 19．C； 20．C； 21．B； 22．B； 23．C；

24．D； 25．A； 26．D； 27．A； 28．D； 29．C； 30．C； 31． )
9

17,
9
8(P ，最小值为 41 ；

32． 0103  yx ；33． 0423  yx ．

专题 2 圆的方程

1．B 【解析】圆心 C与点 M的距离即为圆的半径， 22 7＋3－＋5－2 )()( ＝5．

2．C 【解析】解析一：由圆心在直线 x＋y－2＝0 上可以得到 A，C满足条件，再把 A点坐标

(1，－1)代入圆方程．A不满足条件．∴选 C．
解析二：设圆心 C的坐标为(a，b)，半径为 r，因为圆心 C在直线 x＋y－2＝0 上，∴b＝2－a．由

|CA|＝|CB|，得(a－1)2＋(b＋1)2＝(a＋1)2＋(b－1)2，解得 a＝1，b＝1．因此所求圆的方程为(x－1)2

＋(y－1)2＝4．
3．B 【解析】∵与 x轴相切，∴r＝4．又圆心(－3，4)，∴圆方程为(x＋3)2＋(y－4)2＝16．

4．B 【解析】∵x＋y＋m＝0 与 x2＋y2＝m相切，∴(0，0)到直线距离等于 m ．∴
2
m

＝ m ，∴m＝2．

5．A 【解析】令 y＝0，∴(x－1)2＝16．∴ x－1＝±4，∴x1＝5，x2＝－3．∴弦长＝|5－(－3)|＝8．

6．B 【解析】由两个圆的方程 C1：(x＋1)2＋(y＋1)2＝4，C2：(x－2)2＋(y－1)2＝4 可求得圆心距 d＝ 13 ∈

(0，4)，r1＝r2＝2，且 r 1－r 2＜d＜r 1＋r2 故两圆相交，选 B．
7．A 【解析】对已知圆的方程 x2＋y2－2x－5＝0，x2＋y2＋2x－4y－4＝0，经配方，得(x－1)2＋y2＝6，(x

＋1)2＋(y－2)2＝9．圆心分别为 C1(1，0)，C2(－1，2)．直线 C1C2 的方程为 x＋y－1＝0．
8．C 【解析】将两圆方程分别配方得(x－1)2＋y2＝1 和 x2＋(y＋2)2＝4，两圆圆心分别为 O1(1，0)，O2(0，

－2)，r1＝1，r2＝2，|O1O2|＝ 22 2＋1 ＝ 5 ，又 1＝r2－r1＜ 5 ＜r1＋r2＝3，故两圆相交，所以有

两条公切线，应选 C．
9．C 【解析】①②③错，④对．选 C．
10．D 【解析】利用空间两点间的距离公式．

11.C
12.A
13.B
14.C

15.C 【解析】因为直线与圆相离，所以最大距离与最小距离的差应为直径。因为半径为 23

16．2．【解析】圆心到直线的距离 d＝
5

8＋4＋3
＝3，∴动点 Q到直线距离的最小值为 d－r＝3－1＝2．

17．(x－1)2＋(y－1)2＝1．
【解析】画图后可以看出，圆心在(1，1)，半径为 1．故所求圆的方程为：(x－1)2＋(y－1)2＝1．
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18．(x＋2)2＋(y－3)2＝4．
【解析】因为圆心为(－2，3)，且圆与 y轴相切，所以圆的半径为 2．故所求圆的方程为(x＋2)2＋(y－3)2＝4．

19．0 或±2 5 ．

【解析】当两圆相外切时，由|O1O2|＝r1＋r2知
22＋4 a ＝6，即 a＝±2 5 ．

当两圆相内切时，由|O1O2|＝r1－r2(r1＞r2)知 22＋4 a ＝4，即 a＝0．∴a的值为 0 或±2 5 ．

19．(x－3)2＋(y＋5)2＝32．
【解析】圆的半径即为圆心到直线 x－7y＋2＝0 的距离；

20．x＋y－4＝0．
【解析】圆 x2＋y2－4x－5＝0 的圆心为 C(2，0)，P(3，1)为弦 AB的中点，所以直线 AB与直线 CP垂直，

即 kAB·kCP＝－1，解得 kAB＝－1，又直线 AB过 P(3，1)，则所求直线方程为 x＋y－4＝0．

22. 2 2( 1) ( 1) 2x y   

23. 2
2

（要想圆心角最小，即圆心到直线的距离为圆心与点 (1, 2) 的距离，即直线 l垂直于圆心与点的连线。

24．x2＋y2＝36．
【解析】设直线与圆交于 A，B两点，则∠AOB＝120°，设

所求圆方程为：x2＋y2＝r2，则圆心到直线距离为
5

15
2


r
，所

以 r＝6，所求圆方程为 x2＋y2＝36．
(第 24 题)

25．x2＋y2－ax－by＝0．
【解析】∵圆过原点，∴设圆方程为 x2＋y2＋Dx＋Ey＝0．
∵圆过(a，0)和(0，b)，∴a2＋Da＝0，b2＋bE＝0．
又∵a≠0，b≠0，∴D＝－a，E＝－b．故所求圆方程为 x2＋y2－ax－by＝0．
26．x2＋y2－2x－12＝0．
【解析】设所求圆的方程为 x2＋y2＋Dx＋Ey＋F＝0．
∵A，B两点在圆上，代入方程整理得：D－3E－F＝10 ①4D＋2E＋F＝－20 ②

设纵截距为 b1，b2，横截距为 a1，a2．在圆的方程中，令 x＝0 得 y2＋Ey＋F＝0，
∴b1＋b2＝－E；令 y＝0 得 x2＋Dx＋F＝0，∴a1＋a2＝－D．由已知有－D－E＝2．③

①②③联立方程组得 D＝－2，E＝0，F＝－12．故所求圆的方程为 x2＋y2－2x－12＝0．

27．【解析】设所求圆的方程为(x－a)2＋(y－b)2＝r2．根据题意：r＝
2

610 
＝2，圆心的横坐标 a＝6＋2＝8，

所以圆的方程可化为：(x－8)2＋(y－b)2＝4．又因为圆过(8，3)点，所以(8－8)2＋(3－b)2＝4，解得 b＝5 或 b
＝1，所求圆的方程为(x－8)2＋(y－5)2＝4 或(x－8)2＋(y－1)2＝4．
28.【解析】由圆心在直线 x-y-1=0 上, 可设圆心为（a,a-1）,半径为 r, 由题意可得

 

  2

2

4 3 1 14
5
3 4 1 10

9
5

a a
r

a a
r

   





       
 

, 经计算得 a=2, r=5. 所以所求圆的方程为（x-2）2+（y-1）2=25

29.【解析】将 3 2x y  代入方程 2 2 6 0x y x y m     ，得 25 20 12 0y y m    设 1, 1( )P x y 、 2, 2( )Q x y ，则 1, 2y y
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满足条件： 1 2 1 2
124,

5
my y y y 

   ∵ OP⊥OQ, ∴ 1OP OQk k   ，即 1 2

1 2

1
y y
x x

  ，从而 1 2 1 2 0,x x y y 

又 1 13 2x y  ， 2 23 2x y  ，∴  1 2 1 2 1 29 6 4x x y y y y    ，∴m=3，此时Δ>0，圆心坐标为（- 1
2
，3），半径

5
2

r  .

专题 3 对称问题

1．【答案】 41；（
5

17
，0）．

2．【解析】N（a，－b），P（－a，－b），则 Q（b，a）．答案：B；
3．【解析】直线 l1 关于 y轴对称的直线方程为（－x）+my+5=0，即 x－my－5=0，与 l2 比较，∴m=－n且
p=－5．反之亦验证成立．答案：C
4．【解析】对称轴是以两对称点为端点的线段的中垂线．答案：3x－y+3=0
5．【解析】数形结合．答案：π－θ
6．【解析】由 M（x，y）关于 y=－x的对称点为（－y，－x），即得 x2+（y+1）2=1．答案：C
7．【解析】将 x+2y－1=0 中的 x、y分别代以 2－x，－2－y，得（2－x）+2（－2－y）－1=0，即 x+2y+3=0．故
选 C．答案：C

8．【解析】l上的点为到两直线 y=
3
3
x与 x=1 距离相等的点的集合，即

2)3(1

|3|



 yx
=｜x－1｜，化简得 x+ 3 y

－2=0 或 3x－ 3 y－2=0．答案：x+ 3 y－2=0 或 3x－ 3 y－2=0

9．【解析】易知 A（4，－1）、B（3，4）在直线 l：2x－y－4=0 的两侧．作 A关于直线 l的对称点 A1（0，1），
当 A1、B、P共线时距离之差最大．答案：（5，6）
10．【解析】设点 A（－1，－4）关于直线 y+1=0 的对称点为 A′（x1，y1），则 x1=－1，y1=2×（－1）－（－

4）=2，即 A′（－1，2）．在直线 BC上，再设点 A（－1，－4）关于 l2：x+y+1=0 的对称点为 A″（x2，y2），

则有

 





























0
3

01
2

4
2

1

11
1
4

2

2

22

2

2

y
x

yx
x
y

即 A″（3，0）也在直线 BC上，由直线方程的两点式得
20
2


y

=
13
1


x

，

即 x+2y－3=0 为边 BC所在直线的方程．

11．【解析】因为 y= 22 )30()0( x + 22 )50()4( x ，所以函数 y是 x轴上的点 P（x，0）与两定

点 A（0，3）、B（4，3）距离之和．y的最小值就是|PA|+|PB|的最小值．由平面几何知识可知，若 A关于 x

轴的对称点为 A ′（0，－3），则|PA|+|PB|的最小值等于|A′B|，即 22 )35()04(  =4 5 ． 所以

ymin=4 5 ．

12．【解析】由题意，点 A关于直线 y=2x的对称点 A′在 BC所在直线上，设 A′点坐标为（x1，y1），则 x1、y1 满

足

4
2

1

1




x
y

=－
2
1
，即 x1=－2y1． ①

2
21 y

=2·
2

41 x
，即 2x1－y1－10=0．②

解①②两式组成的方程组，得







2
4

1

1

y
x

∴BC 所在直线方程为
12

1

y =

34
3


x

，即 3x+y－10=0．解方程组
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














4
2

2
0103

y
x

xy
yx

∴所求 C点坐标为（2，4）．由题意|AB|2=50，|AC|2=40，|BC|2=10，

∴△ABC为直角三角形．

13.【解析】（1）可判断 A、B在直线 l的同侧，设 A点关于 l的对称点 A1的坐标为（x1，y1）．









































5
9
5
2

1
2
1

2
3

02
2

32
2

2

1

1

1

1

11

y

x

x
y

yx

由两点式求得直线 A1B的方程为 y=
11
7

（x－4）+1，直线 A1B与 l

的交点可求得为 P（
25
56

，－
25
3

）．由平面几何知识可知|PA|+|PB|最小．

（2）由两点式求得直线 AB的方程为 y－1=－（x－4），即 x+y－5=0．直线 AB与 l的交点可求得为

P（8，－3），它使|PA|－|PB|最大．

专题 4 直线系和圆系方程

1．【答案】
7 5
2 2

 
 
 

，

2．【答案】（1） 2 4 0x y   ；（2） 4 3 6 0x y   ．

3．【解析】方程 2 2 2 0x y x   ①可化为  2 21 1x y   ，即曲线C是一个圆，记圆心为C．

因为 PA PB、 分别切圆C于 A B、 所以 P A B C、 、 、 四点在以 PC为直径的圆  
2

2 1 52
2 4

C x y       
 

即

2 2 4 3 0x y x y     ②上，两圆公共弦所在直线即为所求，由①-②，得直线 AB的方程为 2 3 0x y   ．

故选 A．

4．【解析】曲线      2 21 1 6 4 16 6 0x y x           可化为

   2 2 2 26 16 4 6 0x y x x y x        ，∴ 2 2 6 16 0x y x    且 2 2 4 6 0x y x    ，可得恒过定点

 2 2 2， ．故答案为：  2 2 2， ．

5．【解析】由题可设所求圆的方程为：    2 2 2 23 2 3 3 2 1 0x y x y x y x y          ，因为  0 0， 在所

求的圆上，∴有 2 0   ．从而 2  ，故所求的圆的方程为：
2 2 2 2( 3 2) 2(3 3 2 1) 0x y x y x y x y          即 2 27 7 7 0x y x y    ．

6．【解析】 构造方程  2 2 2 26 4 6 28 0x y x x y y        即

     2 21 1 6 6 4 28 0x y x y           ．此方程的曲线是过已知两圆交点的圆 , 且圆心为

3 3( )
1 1


 

 
 

， 当该圆心在直线 4 0x y   上时，即
3 3 4 0

1 1


 


  
 

，得 7   ．∴ 所求圆方程为

2 2 7 32 0x y x y     ．

7. 【解析】解过  1 3A  ， 的圆的切线为 3 4 15 0x y   ，构造圆  2 2 4 2 20 3 4 15 0x y x y x y        ，

代入  2 0， 得
8=
7

 ，所以所求圆方程为 2 27 7 4 18 20 0x y x y     ．

8．【解析】圆 2 2 5x y  和 2 2( 1) ( 1) 16x y    的公共弦方程为 2 2 11 0x y   过直线 2 2 11 0x y   与圆
2 2 5x y  的交点的圆系方程为 2 2 25 (2 2 11) 0x y x y      ，即 2 2 2 2 (11 25) 0x y x y        依题

意，欲使所求圆面积最小，只需圆半径最小，则两圆的公共弦必为所求圆的直径，圆心 ( , )   必在公共弦
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所在直线 2 2 11 0x y   上，即 2 2 11 0     ，则
11
4

   代回圆系方程得所求圆方程

2 211 11 79( ) ( )
4 4 8

x y    ．

9．【解析】设圆的方程为：  2 2 2 4 1 2 4 0x y x y x y       

即 2 2x y ＋  2(1 ) ( 4) 1 4 0x y        ，则 2 2 2 21 5 8 44(1 ) ( 4) 4(1 4 ) ( )
4 4 5 5

r               ，当

＝
8
5
时， 2r 最小，从而圆的面积最小，故所求圆的方程为： 2 25 5 26 12 37 0x y x y    

10．【解析】（1）设圆的方程为 2 2 0x y Dx Ey F     ，把点  0 1， ， 3 2 0 ， ， 3 2 0 ， 分别代入，

得：  
 

1 0

11 6 2 3 2 0

11 6 2 3 2 0

E F

D F

D F

   
     

     

，解得 6 8 7D E F   ， ， ，∴圆C的方程为 2 2 6 8 7 0x y x y     ．

（2）过直线 + 0x y a  与圆 2 2 6 8 7 0x y x y     的交点的圆系方程为：
2 2 6 8 7 ( ) 0x y x y x y a        ，即 2 2 ( 6) ( 8) 7+ 0x y x y a         ①

依题意，O在以 AB 为直径的圆上，则圆心
6 8( )

2 2
  

 ， 显然在直线 0x y a   上，则

6 8 0
2 2

a  
    ，解之可得 +1a  ，又 (0 0)O ， 满足方程①， 7 0a  ，故 2 7 0a a  

无解，故不存在 a，使得OA⊥OB．

11．【解析】（1）证明：l的方程可化为    4 2 7 0x y m x y      ，∵m R ，∴
2 7 0

4 0
x y
x y

  
   

，得
3
1

x
y


 
，

即 l恒过定点  3 1A ， ，∵圆心  1 2C ， ， = 5 5AC  （半径），∴点 A在圆 C内，从而直线 l恒与圆 C相

交于两点．（2）弦长最小时， l⊥ AC，由
1
2ACk   ，∴ l的方程为 2 5 0x y   ．

12．【解析】（1）由题意得，  2 1C  ， ， =1lK ，由m⊥ l得， 1m lk k   ，∴ 1mk   ．∵直线过圆心  2 1 ， ，

∴直线m的方程为 1 0x y   ．

（2）过直线 3 0x y   与圆 2 2 4 2 0x y x y a     的交点的圆系方程为：
2 2 4 2 ( 3) 0x y x y a x y        ，即 2 2 (4 ) ( 2) 3 0x y x y a          ①

依 题 意 ， O 在 以 MN 为 直 径 的 圆 上 ， 则 圆 心
4 +2( )

2 2
 

 ， 显 然 在 直 线 3 0x y   上 ， 则

4 2 3 0
2 2
  

    ，解之可得 6   ，又 (0 0)O ， 满足方程①，则 3 0a   ，故 18a   ．

13．【解析】（1）依题意得：圆心  0 0， 到直线 4 3 0x y   的距离 d r ，∴
4 3 2 6

2
r d   ，∴圆C

的方程为 2 2 24x y  ①；

（2）连接OA OB、 ，∵ PA PB、 是圆 C的两条切线，∴OA⊥AP，OB⊥BP，∴ A B、 在以OP为直径的圆上，

设点 P的坐标为  8 b， ，则线段OP的中点坐标为 4
2
b 

 
 

， ，∴以OP为直径的

圆方程为  
2 2

24 16
2 4
b bx y      

 
，②∵AB为两圆的公共弦，∴①﹣②得：

直线AB的方程为8 24x by  ，即  8 3 0x by   ，则直线AB恒过定点  3 0， ．
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专题 5 圆系和曲线系

1．【解析】设直线 AB为 l，由题意可得，直线 l和坐标轴不垂直， 2 2y px 的焦点 (
2
pF ，0) ，

设 l的方程为 ( 0)
2
px my m   ，代入抛物线方程可得 2 22 0y mpy p   ，显然判别式 2 2 24 4 0p m p    ，

1 2 2y y mp  ， 2
1 2y y p  ． AB 的中点坐标为 2(

2
pD pm  ， )mp ，

又直线 l的斜率为 m ，直线 l的方程为 21 3
2
px y pm

m
    ．

过 F 的直线 l与C相交于 A、 B两点，若 AB的垂直平分线 l与C相交于M 、 N两点，

把线 l的方程代入抛物线方程可得 2 2 22 (2 3) 0py y p m
m

    ，

A、M 、 B、 N四点的曲线系方程为 2 21 32 0
2 2
p py px x my x y pm

m
l- + - - + - - = ，即

( ) ( )2 2 2 21 31 2 2 0
2 2
pm py x m xy x p p pm y p m

m m
l l

l l l l l l- + + - + - - - + + - = ，由于 xy的系数为零，故

1m = ± ，
1
2

l = ；故存在 ABCD四点共圆，直线 AB的方程为 0
2
Px y   ，或 0

2
Px y   ．

2．【解析】（1）依题意，记 1(A x ， 1)y ， 2(B x ， 2 )y ，则有

2 2
2 21 2

1 2

1 2 1 2

2 1

2 1

1 1
2 2

1 2 1
2 2

,

y yx x

x x y y k

y yk
x x


   


     




 





①; ②

③; ④ ① ② 代入③④⑤

⑤

所以直线 AB的方程为 1y x 

（2）由于 CD的方程为 ( )2 1y x- = - - ，即 3 0x y+ - = ．设 A 、 B 、 C 、 D 四点的曲线系方程为

( )( )
2

2 1 1 3 0
2
yx x y x yl- - + - + + - = ，即 ( )2 2 11 2 4 1 3 0

2
x y x yl l l l l+ + - - - + - - = ，当

3
4

l = - 时，曲线

系方程为 2 2 6 12 5 0x y x y+ + - + = ， ( )22 24 6 12 4 5 0R = + - - ´ > ，所以 A、 B、C、 D四点共圆．

3．【解析】（1）设 1(A x ， 1)y ， 2(B x ， 2 )y ，则有
2 2
1 1
2 2
2 2

3
3

3 .
x y
x y




   
 

1 2( )x x 1 2 1 2( ) ( ) 0x x y y    ．

依题意， 1 2x x ， 1 2

1 2

3( )
AB

x xk
y y


  


． (1,3)N 是 AB的中点， 1 2 2x x   ， 1 2 6y y  ，从而 1ABk   ．

又由 (1,3)N 在椭圆内， 2 23 1 3 12     ，  的取值范围是 (12, ) ．

直线 AB的方程为 3 ( 1)y x    ，即 4 0x y   ．直线CD的方程为 3 1y x   ，即 2 0x y  

（2） A、 B、C、 D四点的曲线系方程为 ( )( )2 23 4 2 0x y x y x yl m+ - + + - - + = ．

即 ( ) ( )2 23 1 2 6 8 0x y x ym m m m l m+ + - - + - - = ，当 1m = - 时，方程转化为 2 2 3 4 0
2

x y x y l
+ + - - + =
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故当 ( )22 24 1 3 4 4 0 3
2

R l
l= + - - ´ - + > Þ > ，故当 12  时符合题意， A、 B、C、 D四点共圆．

4．【解析】（1）依题意知，
1
2

c
a
 ， | | 7AB  ，即 2 2 7a b  ，又 2 2 2a b c  ，解得 2a  ， 3b  ，

椭圆的方程为
2 2

1
4 3
x y

  ；

（2）设直线 PQ的方程为
3

2
y x m  ，根据点 P在第一象限可知， 3 3m- < < 由于 AB方程为

3 3
2

y x= - + ， A、 P、 B、Q四点的曲线系方程为
2 2 3 31 3 0

4 3 2 2
x y x y m x y

  
           

  
，

即  2 23 11 1 3 3 3
4 3 2 2

3 0
4

mx yx y m m  
                    

    ，当
1
21

l = 时，方程可以转化为

2 2 3 1 3
1

7 3 0
2 4 26 66
m mx y mx y

   
         

 
 

 
 

2 2

2 23 1 34 4 7 50 3 885 0
12 4 6 6

7 3
2 6

m mR m mm
= - + + - + + >-

è
- 对m RÎ 恒成立，所以 A，P，B，

Q四点共圆．

5．【解析】（1）易知 2a ，令椭圆方程为 1
4 2

22


b
yx

，代入点
31,
2

C  
 
 

得 3b ，椭圆 E的方程 1
34

22


yx
；

（2）设MN : nkyx  ，故我们只需要求出 n；

已知

0

)2(
2

)2(
6







yAB

xmyTB

xmyTA

：

：

：

因为椭圆过二次曲线 TBTA  与二次曲线 MNAB  的四个交点 A， B，M ， N ，有

  











 



  1

34
)2(

2
)2(

6

22 yxnkyxyxmyxmy 

对比两边 xy项系数，得 0
26

 
mm

，对比两边 y项系数，得 0
3

 nmm


联立以上两式，解得 1n ，故直线MN 恒过（1，0）．

6．【解析】（1）△ 1F PQ的周长是 4 2 ， 4 4 2a  ，即 2a  ，又由离心率是
2

2
ce
a

  ，故 1c  ，

故 2 2 2 1b a c   ，故椭圆的方程为
2

2 1
2
x y 

（2）①设
1 1:  2 A Pl x k y ，

2 2:   2 A Ql x k y ， :  1 PQl x ky ，
1 2

:   0A Al y

以 A1PA2Q四点曲线系方程为
2

2
1 2[( 2)][( 2)] [ 1] ( )1

2
xx k y x k y uy x ky y        

xy的系数为 0， 1 2 0k k u   

y的系数为 0， 1 22 2 0k k u  



学习数学 领悟数学 秒杀数学

77

1:  2APl x k y  ， 2:   2QNl x k y 

相加可以得到，2x= 1 2k y k y ，相减可以得到 1 2 2 2 0k y k y  

联立可得 1x ，即点 M在定直线 1x 上．

②由直线 : 2l x  为椭圆
2

2 1
2
x y  的右准线， 2F 为椭圆

2
2 1

2
x y  的右顶点，故 2| | 2

| | 2
PF e
PN

 

7．【解析】（1） 2 (1,0)F ， 1c  ，由题目已知条件知

2 2

2 2

1
9

1 4 1

a b

a b

  


  


， 2, 3a b  ，

椭圆的方程为：
2 2

1
4 3
x y

  ；

（2）设
1 1:  2 AMl x k y ，

2 2:   2 A Nl x k y ， : ( 4) MNl y k x ， :   0MNl y

以 A1MA2N四点曲线系方程为
2

2

2

1[( 2)][( 2)] [ ] )1
3

4 (
4

x k y x k y uy y kx k x y       

xy的系数为 0， 1 2 0k k ku   

y的系数为 0， 1 22 2 4 0k k ku  

1 1:  2 AMl x k y ，
2 2:   2 A Nl x k y

相加可以得到，2x= 1 2k y k y ，相减可以得到 1 2 4 0k y k y  

联立可得 1x ，即点Q在定直线 1x 上．

8．【解析】(1)设 0 0( , )N x y ，由于 (- 2,0), ( 2,0)A B ，所以
2

0 0 0
2 3 2

00 0 22 2
y y yk k

xx x
   

 
，因为 0 0( , )N x y

在椭圆C上，于是
2

20
0 1

2
x y  ，即 2 2

0 02 2x y   ，所以
2
0

2 3 2
0

1
2 2

y
k k

x
   


．

（1）整体向右平移 2 个单位，
2

* 2( 2): 1
2

xC y
  ，设平移后的动直线为 mx+ny=1（直线过（

3 2 ,0
2

），

代入解得 m= 2
3

） 展开 *C ，得到 2 22 2 2 2 2 0x x y     ，

2 22 2 ( ) 2 0x x mx ny y    ，∵x≠0，同除
2x ，得到 21 2 2( ) 2 0m nk k   

22 (1 2 2 ) 2 2 0   k m nk ，由韦达定理可知， 1 3k k = 1 2 2
2
m =

1
6



（3）设 1:  2AMl x k y  ， 2:   2QNl x k y  ， :  MNl x ky t  ， :   0MNl y

以 AMBN四点曲线系方程为
2

2
1 2[( 2)][( 2)] [ ] 1( )

2
xx k y x k y uy x ky t y        

xy的系数为 0， 1 2 0k k u   

y的系数为 0， 1 22 2 0k k ut  

1:  2AMl x k y  ， 2:   2QNl x k y 

相加可以得到，2x= 1 2k y k y ，相减可以得到 1 2 2 2 0k y k y  
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联立可得
2x
t

 ，即点Q在定直线
2x
t

 上．

9．【解析】（1）
2 2

4 3
1x y

  ．

（2）直线 AM : 31  xky , 直线 BN : 32  xky , 直线 AB : 1 xky , 直线MN : 0x

以 A , B，M , N四点的曲线系方程为： )1
34

()1()3)(3(
22

21 
yxykxxyxkyxk 

xy的系数为 0 ： 2121 0 kkkk  

x的系数为 0 ： 2121 33033 kkkk  




































3)(3
2

32

3

3

12

1212

12

2

1

kk
kkxkky

kk
x

xky

xky

10．【解析】（1）设点 ( , )P x y ，则： (2,0)F 、 (3,0)B 、 ( 3,0)A  ．由 2 2 4PF PB  ，得

2 2 2 2( 2) [( 3) ] 4x y x y      ，化简得
9
2

x  ．故所求点 P的轨迹为直线
9
2

x  ．

（2）将 1 2
12,
3

x x  分别代入椭圆方程，以及 1 0y  ， 2 0y  ，得
5(2, )
3

M 、
1(
3

N ，
20)
9



直线MTA方程为：
0 3

5 2 30
3

y x 



，即

1 1
3

y x  ，直线 NTB方程为：
0 3

20 10 3
9 3

y x 


  
，

即
5 5
6 2

y x  ．联立方程组，解得：

7
10
3

x

y







，所以点T的坐标为
10(7, )
3

．

（3）设 lAM:y=k1(x+3) lBN: y=k2(x-3) lMN : x=ky+m

以 A,M,B,N四点的曲线系方程为

（y k1x  3k1）（y k2x+3k2）+u（x kym）=
2

2( 1)
2

 
yx

xy的系数：  3k1+3k2  um=0

y的系数： 1 2 0  k k u

由过点 T 可知， m=12k1 m=6k2

联立解得 m=1 ，则直线 MN必过 x轴上的一定点（1,0）

11．【解析】 设 P的坐标为（xp，0）Q的坐标为（xQ，yQ），lAC: x=k1y-1 lBD: x=k2y+1 lCD: 1 
P

x y
x
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以 A,C,B,D四点的曲线系方程为(x k1y+1)(x k2y 1)+uy( 1
P

x y
x

  )=
2

2( 1)
2
yx  

xy的系数： 1 2 0
Px

k k u
  ，y的系数： 1 2 0  k k u

联立 lAC: x=k1y 1 lBD: x=k2y+1

解得（k1 k2）xQ= k1+k2
1=Q
p

x
x

则 OQOP  =xp xQ=1

12．【解析】（1）由已知得
2
31 

a
cb ， ，解得 2a ，所以椭圆方程为 1

4
2

2
 yx

．椭圆的右焦点为 )0,3（ ，

此时直线 l的方程为 1
3
3

 xy ，代入椭圆方程得， 0387 2  xx ，解得
7

380 21  xx ， ．代入直线 l的

方程得经一部得到
7
11 21  yy ， ，所以 )

7
1,

7
38( D ．故

7
16)1

7
1()0

7
38( 22 CD ．

（2）设 P的坐标为（xp，0）Q的坐标为（xQ，yQ）

lAC: x=k1y+2 lBD: x=k2y2 lCD: 1 
P

x y
x

以 A,C,B,D四点的曲线系方程为(x k1y-2)(x k2y+2)+uy( 1
P

x y
x

  )=
2 2

( 1)
4 3
x y

 

xy 的系数： 1 2 0
Px

k k u
 

y的系数： 1 22 2 0k k u  

联立 lAC: x=k1y+2 lBD: x=k2y2

解得（k1 k2）xQ =2（k1+k2）
4=Q
p

x
x

，则 OQOP  =xp xQ=4

极点与极线参考答案
1．【解析】由定理 1（2），可知点 )4,3(P 所对应的极线方程 443  yx ，即为直线 AB的方程，故选 B．

2．【解析】设过点 A椭圆的另一条与椭圆在 x轴上方相切于点C，因为点  3,4A 在椭圆 1
34

22


yx
的准线

4x 上，故点  3,4A 对应的极线 1
3

3
4

4: 
yxBC ，即直线 1 yx 经过右焦点 F ，所以直线 BF 的斜率为 1

3．【解析】由已知得 2
2


p

，则 4p ，  0,2F ，则抛物线方程为 xy 82  ，设过点 A作直线与抛物线C在
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第四象限相切与另一点D，则经过这两个切点的连线 BD，就是点 A对应的极线，其方程是  23  xy ，由

于点 A在抛物线的追线上，则焦点 F 在点 A的极线上，则
3
4

 BDBF kk ，故选 D．

4．【解析】两切点所在直线即为点 )3,1(P 的极线，其方程为 931  yx ，即 93  yx ．

5．【解析】对于抛物线 xyC 4: 2  ，因为点  00 , yx 对应的极线恰好是直线  00 2: xxyyl  ，根据定理 1 知，

当极点 ）（ 00 , yx 在在抛物线的内部时，极线与抛物线相离，故选 D．

6．【解析】设点 P 的坐标是 ）（ 00 ,24 yy ，则切点弦 AB 的方程为 4424 00  yyxy）（ ，化简得

,4424 0 xyxy  ）（ 令 04424  xxy ，可得
2
1,1  yx ，故直线 AB过定点 








2
11， ．

7．【解析】如图过圆内一点 ),( 00 yxM 作圆的弦 11BA ，过 11 BA， 作圆的切线交于 ),( 111 yxP ；再过点

 00 , yxM 做圆的弦 22BA ，过 22 BA， 作圆的切线交于  222 , yxP ，按照相同的方法可得 ,43 PP， ．

易知切点 11BA 所在的直线的方程为 1
88
11 
yyxx

，又 11BA 过点  00 , yxM ，所以

1
88

0101 
yyxx

．同理，有 1
88

0202 
yyxx

．所以 21,PP 都在直线 1
88

0202 
yyxx

上．同

理 ,43 PP， 都在 1
88

0202 
yyxx

上．反之，点 P 在直线 1
48

: 
yxl 上，对照

1
88

0202 
yyxx

，可得弦 AB必过  21， ，易得圆 822  yxO： 上，过  21， 的最短的弦长为 32 ．

8．【解析】设 P在 ( )00 , yx ，因为点 P在直线 1:  kxyl 上，所以 100  kxy ，点 P对应的极线就是直线 AB，

其方程为 xxyy 00 =+ ，由此，得到 xxykx 00 1  ，即 0)1(0  ykxx ）（ 对任意的 Rx 0 恒成立，故

有







01
0

y
kx

，由此解得直线MN 恒过顶点  1,kQ ．

9．【解析】点 N的轨迹为点 )
2
1,

2
1(M 对应的极线 1

24


yx
．

10．【解析】（1）设所求圆的半径为 r ，则圆的方程可设为 2 2 2( 2)x y r   ．由题意，所求圆与直线 :l y x m 

相切于点 (0, )P m ，则有

2 24
| 2 0 |

2

m r
m r

  


 




，解得
2

2 2

m

r





，所以圆的方程为 2 2( 2) 8x y   ．

（2）由于直线 l 的方程为 y x m  ，所以直线 l 的方程为 y x m   ，由 2 4
y x m
x y
  

 
消去 y 得到

2 4 4 0x x m   ，△ 24 4 4 16(1 )m m     ．

①当 1m  时，即△ 0 时，直线 l与抛物线 2: 4C x y 相切；

②当 1m  时，即△ 0 时，直线 l与抛物线 2: 4C x y 不相切．

综上，当 1m  时，直线 l与抛物线 2: 4C x y 相切；当 1m  时，直线 l与抛物线 2: 4C x y 不相切．

11．【解析】证法 1 设 ( )11, yxA ， ( )22 , yxB ， ( )11 -, yxD ，直线 l的方程为 ）（ 0≠1- mmyx= ．将 1-myx= 代入

xy 42 = 整理得 044-2 =+myy ，从而 myy 421 =+ ， 421 =yy ．直线 BD的方程为 )( 2
12

12
2 xx

xx
yy

yy －
－

－
+= ，



学习数学 领悟数学 秒杀数学

81

即 )
4

(
2
2

12

12
2

y
x

xx
yy

yy －
－

－
+= ，令 0=y ，得 1

4
21 == yy

x ，即知点 )0,1(F 在直线 BD上．

证法 2 如图，注意到在抛物线 xyC 4: 2 = 中，焦点 ( )0,1F 的极线即为准线

1－=x ，因此点 )0,1(－K 在点 F 的极线上，由定理 2，点 F 也在点 K的极线上．

作点 B关于 x轴的对称点 E．一方面，由于对称性， BDAE, 的交点一定在对

称轴 x轴上；另一方面，由定理 2，点 F 也在点 K的极线上．
因此，该点即为点 K的极线与 x轴的交点，也就是点 F ，因此，点 F 在直线 BD

12．【解析】（1）设点 ( , )P x y ，则： (2,0)F 、 (3,0)B 、 ( 3,0)A  ．由 2 2 4PF PB  ，

得 2 2 2 2( 2) [( 3) ] 4x y x y      ，化简得
9
2

x  ．故所求点 P的轨迹为直线
9
2

x  ．

（2）将 1 2
12,
3

x x  分别代入椭圆方程，以及 1 0y  ， 2 0y  ，得
5(2, )
3

M 、
1(
3

N ，
20)
9



直线MTA方程为：
0 3

5 2 30
3

y x 



，即

1 1
3

y x  ，直线 NTB方程为：
0 3

20 10 3
9 3

y x 


  
，

即
5 5
6 2

y x  ．联立方程组，解得：

7
10
3

x

y







，所以点T的坐标为
10(7, )
3

．

（3）点T的坐标为 (9, )m ．当 9=t 时，点T的坐标为 ），（ m9 ，连接MN 交 AB于点，有极点极线的定义可

知，点T 对应的极线经过点 K，而点T的对应的极线方程为 1
5
·

9
·9 =+ ymx

，该直线即为MN 与直线 AB（ x轴）

交点的轨迹，今 0=y ，得到 1=x ，从而直线MN 比经过 x轴上的定点 K (1,0) ．接下来验证 MD NDk k 即可

（略）．

13．【解析】（1）动点C的轨迹方程为 )2(1
34

22
 xyx

．

（2）设 ),( 00 yxP ，则曲线C点 P处的切线 1
34

: 00 
yyxxPQ ，令 4x ，得 )33,4(

0

0

y
xQ 

，设 )0,(tR ．则由

0 RQRP 得 033)4)(( 00  xttx ，即 034)-(1 2
0  ttxt ，由 0x 的任意性 01  t 且 0342  tt ，

解得 1t ．综上知，以 PQ为直径的圆过 x轴上一定点 )0,1( ．

14．【解析】设点M 的坐标为 )0,(m ，注意到点 N在点M 对应的极线上，该极线的方程为 10
22 





b
y

a
xm

，

即
m
ax

2
 ，据此可设点 N的坐标为 ),(

2

Nym
a ,于是 2

2
),()0( ay

m
amONOM N  ， ．

15．

【解析】（1）椭圆的焦点在 y轴上，设椭圆的标准方程为
2 2

2 2 1( 0)y x a b
a b

    ，由已知得 1b  ， 1c  ，

所以 2a  ，椭圆的方程为
2

2 1
2
y x  ，

当直线 l与 x轴垂直时与题意不符，设直线 l的方程为 1y kx  ， 1(C x ， 1)y ， 2(D x ， 2 )y ，



学习数学 领悟数学 秒杀数学

82

将直线 l 的方程代入椭圆的方程化简得 2 2( 2) 2 1 0k x kx    ，则 1 2 2

2
2

kx x
k

  


， 1 2 2

1
2

x x
k

 


 ，

2 2 2 2
1 2 1 2 2 2

2 1| | 1 ( ) 4 1 ( ) 4
2 2

kCD k x x x x k
k k

        
 

2

2

2 2( 1) 3 2
2 2

k
k


 


，解得 2k   ．直线 l的方程为 2 1y x   ；

（2）对椭圆
2

2 1
2
y x  ，若以点 P为极点，则其对应的极线过点Q ,设 ),( omP ，及其极线方程为 1

2
0 =+×

mx
y

，

即
m

x
1= ，故可设点Q的坐标为 ),

1
( Qym

，所以 1),
1

()0,( =•=• Qym
mOQOP ，即 OQOP • 为定值 1．

16．【解析】（1）由抛物线方程得其准线方程为
2

-
p

y= ，根据抛物线定义，点 )4,(mA 到焦点的距离等于它

到准线的距离，即
4

17
2

4 =+ p
，解得

2
1=p ，所以，抛物线方程为 yx =2 ，将 )4,(mA 代入抛物线方程，解

得 2±=m ．

（2）设点 P的坐标为 ),( 2tt ，由题设，直线 PQ的斜率存在且不为 0 ，设其为 k，由于直线 PQ的方程为

)-(- 2 txkty = ，令 0=y ，得
k
t

tx
2

-= ，则 )0-(
2

，
k
t

tM ．因为MN 和MO是C的切线，故直线ON 是点M

对应的极线，其方程为
2

0
)-(

2 y
x

k
t

t
+= ，即 x

k
t

ty )-(2
2

= ①

另一方面，联立方程










yx

txkty
2

2 )(
，整理得 0)(2  tktkxx ，即 0)]()[(  tkxtx ，解得 tx  ，或

tkx  ，所以 ))(,( 2tktkQ  ，又 QPQN  ,故直线 NQ方程为 )]([1)( 2 tkx
k

tky  ．

17．【解析】设 ),( 11 yxA 、 ),( 22 yxB ，及直线 l的方程为 2pkxy  （易知 l的斜率必存在），

由









2

2 ,2
pkxy

pyx
得 022 32  pkpxx ，所以 kpxx 221  ， 3

21 2pxx  ，①因为 121 kk ，所以 1
21

21 
xx
yy

，

即 2121 yyxx  ，又 ))(( 2
2

2
121 pkxpkxyy  ，即 0)()1( 4

21
2

21
2  pxxkpxxk ， ②

将①带入②，整理得 02 34  pp ，又 0p ，解得 2p ．

注：亦可由
p
x

p
xyyxx

22

2
2

2
1

2121  ，得 2
21 4pxx  ，所以 32 24 pp  ，所以 2p ．

由于切点弦 21TT 所在的直线为点 ),0( 2pM  所对应的极线，故其方程为 0×
2

2
2pypx 

 ，即 2py  ．

设 ),( 33 xxN ，因为点 N 为直线 21TT 与弦 AB的交点，所以









2

33

2
3

pkxy

py ，
，所以

k
px

2

3
2

 ③

因为 MNMA  ， MNMB  ，显然 0 ， 0 ，所以
2

3

1

311
x
x

x
x

MB

MN

MA

MN



，

又 1x ， 2x ， 3x 显然同号，所以
21

21
3

2

3

1

311
xx
xxx

x
x

x
x 




，

由①、③可知， 2
2
22

3

2

21

21
3 




p
kp

k
p

xx
xxx ，所以 211




，即

11

 为定值 2．
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18．（1）由题意得

















222

22

2

111
2

bac
ba

c

，解得 2,4 22  ba ，所求椭圆方程为 1
24

22


yx
．

（2）解法 1：（定比点差法，参考秒 1）设点 BAQ ,, 的坐标分别为 ),(),,(),,( 2211 yxyxyx ．

由题设知 QBAQPBAP ,,, 均不为零，记
QB

AQ

PB

AP
 ,则 0 ，且 1 ．

又 QBPA ,,, 四点共线，从而 QBAQPBAP   , ．于是




























1

,
1

,
1

1,
1

4 21212121 yyyxxxyyxx
．

从而 xxx 4
1 2

2
2

22
1 





①

yyy





2

2
2

22
1

1 


②

又点 BA, 在椭圆C上，

即 42 2
1

2
1  yx ③ 42 2

2
2
2  yx ④

由① ② 2 并结合③，④式，得 424  yx ．即点 ),( yxQ 总在定直线 022  yx ．

法二：已知
QA

QB

PA

PB
 ，说明点 QP, 关于椭圆调和共轭，根据定理 3，点Q在点 P对应的极线上，此极线方

程为 1
2

1
4

4





 yx
，化简得 022  yx ．故点Q总在直线 022  yx ．

19．【解析】（1）设 0 0( , )N x y ，由于 ( 2,0), ( 2,0)A B ，所以
2

0 0 0
2 3 2

00 0 22 2
y y yk k

xx x
   

 
，因为 0 0( , )N x y

在椭圆C上，于是
2

20
0 1

2
x y  ，即

2 2
0 02 2x y   ，所以

2
0

2 3 2
0

1
2 2

yk k
x

   


．

（2）设直线
2:

2
MN x my  ， 1 1 2 2( , ), ( , )M x y N x y ，由

2 2

2
2

2 2

x my

x y


 


  

得 2 2 3( 2) 2 0
2

m y my    ，于是

 1 2 1 22 2

2 3,
2 2 2
my y y y

m m
     

 
，

 
1 2 1 2

1 3
21 2

1 2 1 2
2 2 3 2 9

2 2

y y y yk k
x x m y y m y y

   
 

  

 

 
 

2

2 2 22
22

3 3
2 2 12

3 9 63 3 2 2 9 3 2
2 22 2 22 2

m

m m m mm m
mm

 
   

        


．

（3）由于直线 MN 与 x 轴的交点为 ( ,0)t ，于是 :MN x my t  ，联立直线 :MN x my t  与椭圆
2

2: 1
2
xC y  的方程，可得 2 2 2( 2) 2 2 0m y mty t     ，于是

2

1 2 1 22 2

2 2,
2 2

mt ty y y y
m m


    

 
．

因为直线 1

1

: ( 2)
2

yAM y x
x

 


，直线 2

2

: ( 2)
2

yBN y x
x

 


，
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两式相除可知, 1 2 1 2 1 2 2

1 12 2 1 2 1

2 2 ( 2)2
2 2 2 ( 2)

x y my t y my y t yx
y yx x my t my y t y

    
    

     
2

2 212 2
1

2 2 2
1

12

2 2( 2)( ) ( 2) ( 2)( 2)2 2
2 ( 2) ( 2)( 2)( 2)
2

t mtm t y m t t m ym m
t m t t m ym t y
m


           

      


2
1

2
1

( 2) ( 2)2 2
2 ( 2) ( 2) 2

m t m yt t
t m t m y t

    
  

    
，

于是 2xt  ，所以
2x
t

 ，即直线 AM 与直线 BN 的交点Q落在定直线
2x
t

 上．

注 根据极点、极线定义，AM 与直线 BN 的交点Q落在点  0,t 对应的极线上，此极线的方程 10
2

 ytx
，

即点Q在定直线
2x
t

 上．

20．【解析】设 ),( 00 yxM ，则 222
0

22
0

2 bayaxb  ，对于圆 222 byx  ，点M 所对应的极线为直线 PQ ,其方

程是 2
00 byyxx  ，其中 000 yx ，得到 ),0(),0,(

0

2

0

2

y
bF

x
bE ，则

00

4

22
1

yx
bOFOESEOF  ．又由基本不等

式 得 00
2
0

22
0

222 2 yxabyaxbba  ， 当 且 仅 当
2

22
2
0

22
0

2 bayaxb  时 取 等 号 ， 则

a
b

ba
abb

yx
bSEOF

3

22

4

00

4 2
22

 ．即 EOF 面积最小值为
a
b3

．

抛物线切线方程及性质答案

1. 







4
1,

2
1

2. A 3. B 4. D 5. 1 xy 6. 3 7. 3 8. 3 9. D 10. A 11. B 12. D

阿基米德三角形与焦点弦

1. A 2.D 3. B 4. ①③ 5.D 6. 4 7. 42 44 kk 

8. 【提示】由定理可知  PP xxyy  6 ，代入 P 点坐标可知 3ABk .

9.【提示】（1）设 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ，AB 中点 N， 1 2

2M N
x xx x 

   ， A ，M，B 横坐标成等差

（2）设 : 1AB y kx  由定理可知 ( , )M pk m ，即 (2 , 1)M k  .
2 1
2MFk
k k

   


2 2 2 2
1 2 1 2 1 21 1 ( ) 4 4( 1)AB k x x k x x x x k          ，同理 2

14 1CD
k

   
 

2
2

1 18 1 ( 1) 32
2ABCDS AB CD k

k
       
 

10.【提示】（1）设 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ，则 1 1

2PA
x xk
p

  ， 2

2PB
xk  ， 1 2 1

4PA PB
x xk k    

1 2 4 2x x pm     ， 1m  ，由定理 ( , )P pk m ， 1Py   ，P 轨迹方程 1y  

（2）
2 2
1 2

1 2 1 2( 1)( 1) 2
4

x xFA FB x x y y 
       

 
，

2 2 2
2 1 2 1 2( )( ) 4 2

4 4
x x x xFP  

   


， 1  .

11.【提示】（1） 2 4x y （2）AB 过定点 (0 ,1)F ，即 : 1AB y kx  ，由定理 ( , )M pk m 可知 ( , 1)M pk  .
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所以 M轨迹 1y   .

12.【提示】（1）过 P 的切线 1 ( 4)y k x   ， 2
2

1 ( 4)
4 1 0

y k x
x kx k

y x
  

     


， 0 

2 16 4 0k k    ， 1 2 16k k   .

（2）焦点
1(0 , )
4

， 设 :MN y kx m  ，
1
4

m  ，由定理： ( , )P pk m ，
1( , )
4

P k 

又P 在 l上 3
2

k 
3 1( , )
2 4

P 

13.【提示】（1）由定理可知 2
2

2
2 0

y x
ax x

y ax
 

   


（2）设 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ，由 M 是 AB 中点，
1
2

MN AB  ，由 MN x 轴

1 1 12 2
2 4 4

MN
a a a

      ， 2
1 2 1 2 1 2 2

1 82 2 ( ) 4 2AB x x x x x x
a a

      

由
1
2

MN AB ，得
7
8

a  ，所以
7
8

a  时，NA⊥NB 成立.

专题 7 抛物线切线与阿基米得三角形

阿基米德三角形的极点极线性质：

1. 2 2. 3
5

3.【提示】由定理可知，C在 N处的导数与 AB的斜率相等，即抛物线 C在点 N处的切线与 AB平行

4.【提示】设 ),(),,( 2211 yxByxA 由题意可知 AB中点的横坐标为
2

21 xx 
，由定理可知，M点横坐标与 AB

中点的横坐标相等，所以 A，M，B三点的横坐标成等差数列．

5.【提示】（1） : 2 6 0PQ x y  

（2）将坐标系上移 3 个单位，得过动点 '( , 3)A a  向 2y x 引切线 ' 'A P ， ' 'A Q ，切点为 'P ， 'Q

由定理 1，易知
1' ' : ( 3)
2

P Q ax y  ，直线 PQ定点 (0 , 6) ．

6.【提示】（1） 21 ( 0)
4

y x x  ，由定理可知 M Px x ， / /PM y 轴或与 y轴重合.

（2）设 :AB y kx m  ，由定理 ( , )P pk m ，即 (2 , )P k m ， 2 2 5 : 4 5ABm k l y kx k       

AB 过定点 (4 , 5)

7.【提示】（1）. 略

（2）由 M 为 AB 的中点，则由定理 1 可知抛物线 C在点 N处的切线与直线 AB平行
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（3）联立 022
2

2 2
2







 kxx
kxy
xy 1,

2 2121  xxkxx ， 










8
,

4

2kkN ，设 1 1 2 2( , ) ( , )A x y B x y， ，

由 0 NBNA ，代入韦达定理可得 2k  

8.【提示】(1) xy 22 

(2)设 ),( 00 yxN ，由定理可知 0 0:ABl y y x x  又 100  xy AB过定点  1,1 ，则当原点 O到直线 AB的距

离最大时， 2-:  xylAB 此时易得， 52OABS△ .

9.【提示】（1） 2,1 0
0  y
p
yk ， ∴（1，2）

(2) 假设 AB的方程为 mkxy  由定理得： ),( mpkM  ,又因为 M在直线 l上，所以 42  km

 42  km , 42  kkxy ,所以直线 l过  4,2  .

10.【提示】(1) yx 22 

（2）设 ),(),,( 2211 yxNyxM ， mkxylMN : ，联立 022
1

2 2
2







 kxx
kxy

yx

由题意可知 12121  yyxx ，即  1
4
1 2

2121  xxxx ， pmxx 2221  1m ，所以 MN过定点  1,0

由定理可知，得


22

8

84

8

4

8

3
2

3

21
2

213
21
























kxxxx

p

xx
S PMN△ .

11.【提示】（1）假设直线 AB方程为 mkxy  由定理可知： ),
2
1( mkP 

又因为 P在直线 l上∴ 1
2
1

 km ∴ 1
2
1

 kkxy ∴ ）（ 1,
2
1

（2）联立










yx

kkxy
2

1
2
1

∴ 01
2
12  kkxx

 

4
33

4

42

4

4

4
1

8

3
2

3

21
2

213
21

3
21







 







 





kkxxxx

xx
p

xx
S PAB△

12.【提示】（1） 1
4

2
2

 yx
，∴ yx 22 

（2）(i)由定理设AB： bkxy  ， ),( mpkm  ，即 ),( mkm  ，由M在直线上，，∴ 0342  mk .
4
3

2
1

 km ，

AB：
4
3

2
1

 kkxy ，过定点 )
4
3,

2
1
（ .
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(ii)作仿射变换






yy
xx

2'
'

，
',' BBAA 

则 ''BA 过定点 )
2
3,

2
1( N ,过 N作 NT x轴于 T， ''QPOH  于 H

设 'l 与 x轴交于 D，令 TND为 ，则
2

cossin3  
OH

24)(42''
222 


 


 OHOHOHQP

22 OH 时取等号，此时 7tan  或-1

14
1cot

2
1

2
1 '  kk 或

2
1

022:  yxlAB 或 01014  yx

13.【提示】（1） )1(1:  xkylAB ，令 0 1x y k  ， ，焦点 )
4
1,0(F ，

4
30

4
1

 kk

（2）由定理，  BBBD yyxxl 
2
1: ，  CCCD yyxxl 

2
1: ，∴ BBD xk 2 LD xk 2C 

由







2
)1(1

xy
xky

， 012  kkxx ，由韦达定理得： 11  kxB ，同理 11


k
xC

若四边形 ABDC为梯形，则 ACBD kk  或 DAB Ckk  ，此时方程无解∴ABDC不能为梯形.

14.【提示】设 AB： mkxy  ,由定理可知 ),
2
1( mkm  ,∵圆与直线相切，∴ 1

1 2





k

m
d

2 2 211 1 4(1 ) 1
2

m k k      ， 2 214( ) 1
2

m k   ，即：M轨迹 142  xy ,又因为 12 m ，

02
2 








mkxx

xy

mkxy
, 0 ，所以 52 m 或 1m ，即 1y 或 52 y

M轨迹 142  xy （ 1y 或 52 y ， Rx ）.

阿基米德三角形面积问题：
1. B 2.D 3. B 4.C

5.【提示】（1） 1
2

p  ，F 1(0, )
4

（2）由定理得，直线 PA的斜率为 1 12k x ，直线 PB的斜率为 2 22k x ， 1 2 1 24 1k k x x    ，即得 PA PB .

6.【提示】（1）设 ( ,0) 0E t t  ， (0, )C m ， 1EA EC
 

， 2EB EC
 

， 1 1 1

2 2 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )
x t y t m
x t y t m




  
   

，
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解得

1
1

2
2

t x
t

t x
t





 
  


，设直线 l的斜率为 k，方程为 ( )y k x t  ，由 2

( )
4

y k x t
x y
 

 
得 2 4 4 0x kx kt   ，

当  216 16 0k kt  时，设 1(A x ， 1)y ， 2(B x ， 2 )y ，则 1 2 4x x k  ， 1 2 4x x kt ，

2 2
1 2 1 2

1 2 2 2

( ) 4 4 1t x x t x x t kt kt
t t

 
    

    ．

（2） yx 42  )4(:  xkylAB ，由定理 )4,2(),( kkMmpkM  ，所以 M在 上xy 2 .

7.【提示】（1） yx 42  ，设直线 AB方程为： mkxy  所以 OBCA  02121  yyxx

2 2
1 2 1 2

1 0
16

x x x x  ， 1 2 16 2x x pm     ， 4m  ，直线 AB过定点（4，0）.

（2）联立由 162 2121  xxpkxx ，由定理可知：


32

16

644

8

3
22

21















k

p

xx
S .

7.【提示】（1） yx 42  ；设直线 AB方程为： mkxy  ，所以 OBCA  02121  yyxx

2 2
1 2 1 2

1 0
16

x x x x  ， 1 2 16 2x x pm     ， 4m  ，直线 AB过定点（4，0）

（2）联立由 162 2121  xxpkxx ，由定理可知：


32

16

644

8

3
22

21















k

p

xx
S

8.【提示】（1） 1
2

2
2

 yx

（2） xy
2
12  ，




























2
2,1

2
1

1
2

2

2
2

Q
xy

yx
，由定理可知切线方程为： )(

4
1

00 xxyy 

即 )1(
4
2

 xy ，
4
2,0  yx ， 1,0  xy ，

8
2

S

9.（1）因为抛物线的焦点到准线的距离为 2 ，所以 2p ，所以所求抛物线 C 的方程为 yx 42  ；设

),(),( 1100 yxByxA ， ，则 210  yAF ，即 10 y ，同理 11 y ，代入抛物线方程可得 )1,2(),1,2( BA .

（2）由推论 2 知
EH

BQA

DS
S

△

△ =2 为定值.
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专题 8 双曲线的仿射与旋转

1．【解析】如图，
2

2 2 2 91 9
9 2
x y x y x y          ， 3 2OA OB= = ,

'' '' 9OA BS = ， 设P 在 x轴的射影为Q ,则

2

" "
9 9 1

2 4 2 4 4 2OP Q

a OA b OBxy a bS ab
           

 
，选 C．

另解：根据图形可知，OP aOA bOB   
  

，根据向量的等和线知识，当 "P
在 A B 中点时 1a b+ = ，当 "P 位于双曲线其它任何位置时， 1a b+ > 选C

2.【解析】根据双曲线仿射定理可知，MN 中点一定为切点，
21 2

2 2MON M ON
aS S      ，选 D．

3.【解析】如图，经过仿射和旋转后，设 " "A B 与双曲线的另一个交点为 "Q ，过 "P 作

1",
2

P M OA A M OM则^ = 2
" " " " " "

9 9 93
2 4 8A OB A OP M OPS S S k aD D D= = = = ，又

2
" "

9 16= 2
8 9AOB A OB

b bS S a b a
a aD D = × = Þ = ，故

322
9

a = ，选 A .

4.【解析】因为 1 (2,1)e 


、 2 (2, 1)e  


是渐近线方向向量，所以双曲线渐近线方程为
1
2

y x  ，

又 5c  ， 2a  ， 1b  双曲线方程为
2

2 1
4
x y  ，作仿射和旋转后， 1 (0,2 2)e  

2 (2 2,0)e  
,

设 P 在 x轴的射影为Q ,则
1 2

"
11 1

2 2 4OP Q

a e b exyS ab

 
      ．

5. 【 解 析 】 根 据 仿 射 原 理 ， AOBÐ 始 终 小 于 一 条 渐 近 线 OM 到 另 一 条 ON 的 之 间 的 角 ，

0 90OA OB MON
 

> ，则 2e > ．

6.【解析】（1）双曲线的渐近线：
1
2

y   ，设 ( , )P x y ，则
2

2 1
4
x y  ，即

2 24 1
4

x y
 ．则 2 24 4x y  ，

P到两条渐近线的距离乘积
2 2| 2 | | 2 | | 4 | 4

5 55 5
x y x y x y  

  为常数．

（2）设 ( , )P x y ，则
2

21
4
x y  ，则 2 2 2 25 5 12 4| | ( 3) 6 8 ( )

4 4 5 5
PA x y x x x        

当
12
5

x  时， PA的最小值为
4 2 5 .
5 5


7.【解析】（1） 由题意可得 2 2 5c  ，即 5c  ，即有 2 2 5a b  ，又点 (2 5P ， 2) 在双曲线上，
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可得 2 2

20 4 1
a b

  ，解得 2a  ， 1b  ，即有双曲线的方程为
2

2 1
4
x y  ；

（2）作 2 2 4
2

x x
x y

y y

¢ì =ï Þ - =í ¢ =ïî
，再将双曲线沿逆时针旋转 45°得： 2x y = ； " "M N 与双曲线切于点

0
0

2,Q x
x

， 令 ( ) 2f x
x

= ， 则 ( )" " 0 2
0

2
M Nk f x

x
¢= - ， 故 " "M N 方 程 为 ( )02

0 0

2 2y x x
x x

- = - - ，

0
0

4" 2 , "OM x ON
x

\ = = ，

" " " "

" " 1 1 14, 2 sin tan
2 2 2 2OM N OMN OM N

OM ON
S S S OM ON MON OM ON MON

 
D D D\ = = \ = = = ，令渐近线

的倾斜角为 0
2
pq q> > ， 2

2 tan 4tan tan 2
1 tan 3

MON qq
q

Ð = = =
-

，故OM ON
 

 的值为定值 3．

8. 【 解 析 】（ 1 ） 由 题 意 知 ， 双 曲 线 C 的 顶 点 ( , )O a 到 渐 近 线 0ax by  的 距 离 为
2 5

5
，

2 2

2 5 2 5
,

5 5
ab ab

ca b
  


即 ，由

2 2 2

2 5 5 1
5 2

ab c
c a
c a b


   


  

，得

2
1

5

a
b

c

 



 

双曲线C的方程为
2

2 1
4
y x  ．

（2）由（1）知双曲线C的两条渐近线方程为 2y x  ．作 2 22
4

x x
y x

y y

¢ì =ï Þ - =í ¢ =ïî
，再将双曲线沿顺时针旋

转 45°得 2x y = ，设 ( )0 0
0

2" , , " ,0P x Q x
x

, "A P P B
 

l= , 1" " "
1 1

OP OA OB
  l

l l
\ = +

+ +
,故 ( )0" 1OA x l= +


，

( )
0

2 1
"OB

x

 l
l
+

= ( ) ( )
" " 0

0

2 11 1 1 1 1" " 1 2
2 4 4 2OAB OA BS S OA OB x

x

  l
l l

l lD D

+
= = = + = + +

1[ ,2]
3

  ，根据基本不等式和对勾函数性质得 1  ， minS 2 ，
1 8( )
3 3

S  ，
9(2)
4

S  ，当 1  时， AOB 的

面积取得最小值 2，当
1
3

  时， AOB 的面积取得最大值
8
3
． AOB 面积的取值范围是

8[2, ]
3

．

9．【解析】（1） 双曲线 2 2 27
4

x y  的焦点在 x轴上， 所以①不是双曲线 c的方程，双曲线 9xy  不经过

点
3(3, )
2

，所以②不是双曲线C的方程，所以③
9
2

xy  是等轴双曲线C的方程，等轴双曲线
9
2

xy  的焦点 1F 、

2F 在直线 y x 上，所以双曲线的顶点也在直线 y x 上，联立方程

9
2

xy

y x

 

 

，解得双曲线
9
2

xy  的两顶点
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坐标为
3 2(

2
，

3 2 3 2)(
2 2

 ，
3 2 )

2
 ，所以双曲线

9
2

xy  的实轴长为 6

（2） 所求问题即为： 在双曲线
9
2

xy  求一点 P，使 | | | |PA PB 最小 ．首先， 点 P应该选择在等轴

双曲线的
9
2

xy  中第一象限的那一支上等轴双曲线的
9
2

xy  的长轴长为 6 ，所以其焦距为6 2

又因为双曲线的两个焦点 1F 、 2F 在直线 y x 上，线段 1 2F F 的中点是原点， 所以 (3,3)A 是
9
2

xy  的一个

焦点，设双曲线的另一个焦点为 2 ( 3, 3)F   ，由双曲线的定义知： 2| | | | 6PA PF 

所以 2| | | | (| | 6 | |)PA PB PF PB    ，要求 | | | |PA PB 的最小值， 只需求 2| | | |PF PB 的最小值

直线 2BF 的方程为3 4 3 0x y   ，所以直线 2BF 与双曲线
9
2

xy  在第一象限的交点为
3(3, )
2

所以码头应在建点
3(3, )
2

P 处， 才能使修建两条公路的总费用最低

（3）①
3 1 3 1( ) ( ) ( ) ( )

3 3
f x x x f x

x x
        


，此双曲线是中心对称图形， 对称中心是原点 (0,0) ；

②渐近线是
3

3
y x 和 0x  ． 当 0x  时，当 x无限增大时，

1
x
无限趋近于 0 ，

3 1
3

y x
x

  与
3

3
y x

无限趋近；当 y 无限增大时， x无限趋近于 0 ．③双曲线的对称轴是 3y x 和
3

3
y x  ．

④实轴在直线 3y x 上， 实轴长为 42 12 ，虚轴在直线
3

3
y x  ，虚轴长为 4

42
3

⑤焦点坐标为 4 44 4
4 4(( , 12),( , 12))
3 3

  ，焦距 4
642
3

．

专题 9 平移坐标系构造齐次式

1．【提示】（1） 1
2

21 



p
xx

k AB ；

（2）由阿基米德三角形定理可知，  1,2M ，所以将抛物线按MO方向平移即可．由 1 BMAM kk 即可求

得直线 AB 方程为 07  yx ．

2．【提示】（1） 13
4

3 2
2

 yx
；

（2）由题意可知， 1
2

2
2

 yx
．将椭圆按 OF1 方向平移， 1

11''  QFPFOQOP kkkk 即可求得直线方程为

017  yx 或 017  yx ．

3．【提示】（1） 1
34

22


yx
；

（2）将椭圆按 PO方向平移，设 ''BA 方程为 1 nymx ，可得
n
mnkk

62
63-'' 21 


 ，由直线过定点可求得
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3
2

n ，将 'M 横坐标代入直线 ''BA 求出纵坐标即可表示出 3k ，此时可求得 2 ．

4．【提示】（1） 0 ayxa 或 0 ayxa ；

（2）假设 P 点坐标为  t,0 ，将椭圆按照 PO方向平移，令 0'' 21  PNPM kkkk ，即可求得  aP ,0 符合

题意．

5．【提示】（1） yx 22  ；

（2）将椭圆按CO方向平移，求得 21kk 的表达式，由平移后直线方程为 1 nymx 可知，
n
mk  ，所以即

可求得 2
1 2 4k k k   ．

6．【提示】（1） 1
4

2
2

 yx
；

（2）设直线 AB方程为 1 nymx ，由直线过 ( 1,0) 可知， 1m ，构造齐次式，由
1
4OA OBk k  可知， 2n ，

所以直线 l斜率
2
1

k ，所以直线方程为 012  yx 或 012  yx ．


