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第五章导数

专题 1 函数的切线问题

选择题答案

1—5：DBABA 6—10： ABDAA 11—15DDAAC 16 20 : ABDDD 21—25： BBCCC
26—27： AD

填空题答案

28： 12
4

a   29：13 15 0x y   30：
2

4
 31： 12nn  32： 4 33：

3 2
  

 
，

34： 56
27

35： 2 0x y   或 5 4 1 0x y   36： 0 37：
1

n
n 

38： 1
e

39： 1 0x ey  

40： 1
4

41： 1
10

42： 1 43： 10
2

44： 1
30

专题 2 指数切线放缩

1．【解析】函数 1( ) 0xf x e ax x ax     ，解得 1x  ， 1a  ．故选 A．

2．【解析】函数 3( ) xf x x ke  在 (0, ) 上单调递减， 2( ) 3 0xf x x ke    � 在 (0, ) 上恒成立，

2
2

2 12
4

)
2
(2

e
kxeexee xx
 ．故选 C.

3．【解析】法一：设直线 l与曲线 1 :
xC y e 的切点为 1

1( , )xx e ，与曲线 2 2
2

1:
4

C y e x 的切点为 2 2
2 2
1( , )
4

x e x ，

由 xy e ，得 1

1
| x
x xy e  ，由 2 21

4
y e x ，得

2

2
2

1|
2x xy e x  ，直线 l 的方程为 1 1

1( )x xy e e x x   ，或

2 2 2
2 2 2

1 1 ( )
4 2

y e x e x x x   ，则

1

1 1

2
2

2 2 2 2
1 2 2

1
2

1 1
4 2

x

x x

e e x

e x e e x e x

 

   


，解得 1 2 2x x  ．  直线 l 的方程为：

2 2 ( 2)y e e x   ，取 0y  ，可得 1x  ．直线 l在 x轴上的截距为 1．故选： B．

法二：根据 2
2

2

4
)

2
(2 xeexee

x
 ，切点为 )2( 2e， ，直线 l的方程为： 2 2 ( 2)y e e x   ，取 0y  ，可得

1x  ．直线 l在 x轴上的截距为 1．故选 B．

4．【解析】法一： 2( ) 2 ( 1) 0xf x e a x    ， 1x  时不成立， 1x  时，化为： 2

2 ( )( 1)
( 1)

xea g x x
x

  


．

3

2 ( 3)( )
( 1)

xe xg x
x


 


．可得： 1x  时， ( ) 0g x  ，函数 ( )g x 单调递增；1 3x  时， ( ) 0g x  时，函数 ( )g x 单

调递减； 3x  时， ( ) 0g x  ，函数 ( )g x 单调递增．画出图象． g（3）
3

2
e

 ．可得：当且仅当
3

0
2
ea  时，
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函数 y a 与函数 ( )y g x 由且仅有一个交点．即函数 2( ) 2 ( 1)xf x e a x   有且只有一个零点，则实数 a的

取值范围是
3

(0, )
2
e

．故选：C．

法二： 2( ) 2 ( 1) 0xf x e a x    ，根据 2
2

4
xee x  可得 2

2
1 )1(

4
 xee x ，故 2

3
1 )1(

2
22   xeeee xx ，

2

3ea 

时， xey 2 与 2)1(  xay 相切，画出图形，如上右图所示，显然 0a 无交点，当
2

3ea  有两个交点，当

且仅当
3

0
2
ea  时， xey 2 与 2)1(  xay 仅有一个交点，则实数 a的取值范围是

3

(0, )
2
e

．故选：C．

5．【解析】函数的导数
1( ) 2( 1)x mf x e m

x


     ， 0x  因为函数 ( )f x 恰有两个极值点，所以函数 ( )f x 有

两个不同的零点．令
1( ) 2( 1) 0x mf x e m

x


      ，得 1
1 2

xxe m
x
 


有两个不同的实数根，

法一：记： ( )
1 2

xxeh x
x




，所以 2 2

( ) (1 2 ) (1 2 ) (2 1)( 1)( )
(1 2 ) (1 2 )

x x xxe x xe x e x xh x
x x

      
  

 
，当

1(0, )
2

x 时， ( ) 0h x  ，

此时函数 ( )h x 在此区间上递增，当
1(
2

x ，1)时， ( ) 0h x  ，此时函数 ( )h x 在此区间上递增，当 (1, )x  时，

( ) 0h x  ，此时函数 ( )h x 在此区间上递减，即当 1x  时， ( )h x 取得极大值 h（1） e  .作出 ( )h x 的简图如

下：要使得 ( ) 1h x m  有两个不同的实数根，则 1m e   ，即 1m e   ．故选 D．

法二： 1
1 2

xxe m
x
 


有两个不同的实数根，即 )12(11

xe
me x 


 有两个交点，故 11





e
m

，即 1m e   ．故

选： D．

6．【解析】（1）函数的导数 ( ) 2xf x e x   ，函数在在点 0x  处的切线斜率 0(0) 2 0 1k f e      ，
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(0) 1f a  ，则过切点 (0,1 )a 的切线方程为 (1 )y a x   ，即 1y x a   ，在点 0x  处的切线为 y bx ，

1b  ，1 0a  ，即 1a   ，则 2( ) 1xf x e x   ；

（2）证明：设 2 2 2( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1x xg x f x x x e x x x e x             ，函数的导数 ( ) 1xg x e   ，

由 ( ) 0g x  得 0x  ，此时函数 ( )g x 为增函数，由 ( ) 0g x  得 0x  ，此时函数 ( )g x 为减 j函数

即当 0x  时，函数 ( )g x 取得极小值同时也是最小值 0(0) 0 1 1 1 0g e      ，则 ( ) (0) 0g x g � ，

即 2( ) ( ) 0f x x x   � ，即 2( )f x x x � 恒成立．

7．【解析】（1）根据题意， 2( ) 2xf x ae x  ，其导数 ( ) 4xf x ae x   ，当 1a  时， f （2） 2 8e  ， f （2）

2 8e  ，所以 ( )f x 在 2x  处的切线方程为 2 2( 8) ( 8)( 2)y e e x     ，即 2( 8)( 1)y e x   ，

（2）（指数找基友）根据题意，若函数 ( )f x 为 R上的单调递增函数，则 ( ) 4 0xf x ae x   � 恒成立，即
4
x

xa
e

�

恒成立，则有 ( )maxa g x� ，令
4( ) x

xg x
e

 ，则
4(1 )( ) x

xg x
e
  ，当 1x  时， ( ) 0g x  ；当 1x  时， ( ) 0g x  ，


4( ) (1)maxg x g
e

  ， a 的取值范围是
4a
e

� ．

8. 【解析】（1）当 0a  时， ( ) xf x e ，当 0x  时， 0 0e  显然成立；当 0x  时，
2

2 1x
x

xe x
e

   ；

令
2

( ) x

xF x
e

 ， 0x  ，则
2(2 )( ) x

x xF x
e
  ，可得 (0,2)x ， ( ) 0F x  ， ( )F x 增； (2, )x  ， ( ) 0F x  ， ( )F x

减；故 0x  时， 2

4( ) (2) 1F x F
e

   ，综上，任意 [0x ， ) 都有 2( )f x x ，得证．

（2）法一：函数定义域为 R，令 ( ) ( ) 2 ( 1)xg x f x e a x    ，若 ( )f x 有两个极值点，则 ( )g x 有两个变号零

点，且 ( ) 2xg x e a   ，当 0a� 时， ( ) 0g x  在 R上恒成立，函数 ( )g x 在 R上单增， ( )g x 至多有一个零点，

此时 ( )f x 不存在两个极值点；当 0a  时，令 ( ) 0g x  ，可得 (2 )x ln a ，且 ( ) 0 (2 )g x x ln a    ，

( ) 0 (2 )g x x ln a    ，即函数 ( )g x 在 ( ， (2 ))ln a 单减，在 ( (2 )ln a ， ) 单增，若条件成立，则必有

( ) ( (2 )) 2 2 ( (2 ) 1) 0ming x g ln a a a ln a     ，此时
2

2
ea  ，综上，函数 ( )f x 有两个极值点时，

2

( , )
2
ea  ．

法二：函数定义域为 R，令 ( ) ( ) 2 ( 1)xg x f x e a x    ，若 ( )f x 有两个极值点，则 ( )g x 有两个变号零点，

构造函数   exexg x  ，显然   0xg 恒成立，当仅当 1x 时等号成立，要使 2 ( 1)xe a x  恒成立，很明显

0a  不合题意，    1212 11   x
e
aexaee xx ，当仅当 2x 取得相切等号，若 e

e
a


2
，即

2

( , )
2
ea  ，

函数 ( )f x 有两个极值点.
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9.【解析】（1）函数 2( ) xf x ax e  的导数为 ( ) 2 xf x ax e   ，曲线 ( )y f x 在 1x  处的切线与 y轴垂直，

可得 2 0a e  ，即
1
2

a e ，可得 ( ) xf x ex e   ，设 ( ) xg x ex e  ， ( ) xg x e e   ，可得 ( )g x 在 ( ,1) 递增，

在 (1, ) 递减， ( )g x 的最大值即 ( )f x 的最大值为 g（1） 0 ；

（3）证明：设 ( )
xeh x
x

 ，可得 2

( 1)( )
xe xh x
x


  ，1
2
ea � 时，则1 (0, )a ，令 ( ) 0h x  ，可得1 x a  ； ( ) 0h x  ，

可得 0 1x  ，则 ( )h x 的最小值为 h（1） e ，又 2 (2a ， ]e ，则 2
xea
x

� ，即 2 0xax e � ，

即 ( ) 0f x � ， ( )f x 在 (0, )a 上是递减函数，则命题得证．

10.【解析】（1）函数的导数 ( ) 2xf x e x   ，函数在在点 0x  处的切线斜率 0(0) 2 0 1k f e      ，

(0) 1f a  ，则过切点 (0,1 )a 的切线方程为 (1 )y a x   ，即 1y x a   ，

在点 0x  处的切线为 y bx ， 1b  ，1 0a  ，即 1a   ，则 2( ) 1xf x e x   ；

（2）证明：设 2 2 2( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1x xg x f x x x e x x x e x             ，函数的导数 ( ) 1xg x e   ，

由 ( ) 0g x  得 0x  ，此时函数 ( )g x 为增函数，由 ( ) 0g x  得 0x  ，此时函数 ( )g x 为减 j函数

即当 0x  时，函数 ( )g x 取得极小值同时也是最小值 0(0) 0 1 1 1 0g e      ，则 ( ) (0) 0g x g � ，

即 2( ) ( ) 0f x x x   � ，即 2( )f x x x � 恒成立．

11. 【解析】（1）证明：当 0a  时． ( ) xf x e x  ． 令 ( ) ( ) 2x xg x f x x e x x e x       ．则 ( ) 2xg x e   ．令

( ) 0g x  ．得 2x ln ． 当 2x ln 时， ( ) 0g x  ，当 2x ln 时， ( ) 0g x  ，所以 ( )g x 在 (， ln 2)内是减

函数．在 ( 2, )ln  内是增函数，所以 2x ln 是 ( )g x 的极小值点，也是最小值，

即 2( ) ( 2) 2 2 2 0
2

ln
min

eg x g ln e ln ln     ．故当 0a  时， ( )f x x 成立

（2） ( ) 1xf x e   ，由 ( ) 0f x  ．得 0x  ．当 0x  时， ( ) 0f x  ；当 0x  时， ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在 ( ,0)

上是减函数，在 (0 ， ) 内是增函数，所以 0x  是函数 ( )f x 的极小值同时也是最小值点， 即

( ) (0) 1minf x f a   ，当1 0a  ，即 1a  时， ( )f x 在 R上没有零点，当1 0a  ，即 1a  时， ( )f x 在 R上

只有 1个零点，当1 0a  ，即 1a  时，因为 ( ) ( ) 0a af a e a a e        ． 所以 ( )f x 在 ( ,0) 内只有一

个零点，由（1）得 2xe x ，令 x a ，则得 2ae a ．所以 f（a） 2 0a ae a a e a      ．于是 ( )f x 在 (0, )

内有一个零点；因此．当 1a  时， ( )f x 在 R上有两个零点． 综上当 1a  时，函数 ( )f x 在 R上没有零点，

当 1a  时，函数 ( )f x 在 R上有一个零点；当 1a  时，函数 ( )f x 在 R上有两个零点．
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12.【解析】（1）函数 ( ) ( 1) xf x x e  ． ( ) ( 1)x x xf x e x e xe      ，由 ( ) 0xf x xe   时， 0x  ，

由 ( ) 0f x  ，得 0x  ， ( )f x 的增区间为 [0， ) ，当 ( ) 0f x  时， 0x  ， ( )f x 的减区间为 (，0]，

由 ( ) ( 1) 0xf x x e   ，得 1x  ，函数 ( )f x 的零点是 1x  ．

（2） ( )f x ax e � 恒成立，即 ( )y f x 的图象恒不在 y ax e  的图象下方，

当它们相切时，设切点 0(x ， 0 )y ， 0
0

xx e a  ，且
0

0

0

( 1) xx e e
a

x
 

 ，联立解

得 0 1x  ， a e  ，由图可知 0 1a� � ， a的取值范围[0，1]

13.【解析】（1）由 ( ) xf x e ax b   ，得 ( ) xf x e a   ，由 (0) 1 2f a    ，解得 1a  ．由 (0) 1 1f b   ，

解得 0b  ． ( ) xf x e x   ．

（2）法一：当 0x  时， 2 1xe x x mx  � ，即
1 1

xem x
x x
  � ．令

1( ) 1( 0)
xeh x x x
x x

     ，

则
2

2 2

( 1) 1 ( 1)( 1)( )
x xe x x x e xh x

x x
     

   ．令 ( ) 1( 0)xt x e x x    ，则 ( ) 1 0xt x e    ．

当 (0, )x  时， ( )t x 单调递增， ( ) (0) 0t x t  ．则当 (0,1)x 时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减，

当 (1, )x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增． ( )minh x h  （1） 1e  ，实数m的取值范围是 (， 1]e  ．

法二：构造函数 xe
xexxh

2)1()( 
 ，求导可得

 
xe

exxxh 3)1()( 
 ，易知 1)1()( max  hxh ，故

 21 xexe x 对 ),0( x 恒成 11)1()1( 222  mxxxexxxexxe x ，即 1 em .

14.【解析】（1）设切点为 0(P x ， 0 )y ， ( ) xf x e x   ， 0
0 0( ) 1xf x e x     ， 0 2

0 0
1 1
2

xe x x a    ，解得 0 0x  ，

0a  ．

法一：（洛必达法则之隐零点护航）构造 1
2
1)( 2  bxxexg x ， 0)0( g ， bxexg x  )( ， bg  1)0( ，

1)(  xexg ， 0)0( g ，且 0x 时， )(xg  单调递增，

①显然当 01)0(  bg ，即 0)0()(  gxg 恒成立，故 1
2
1)( 2  bxxexg x 在区间  ，0 单调递增，且

0)0()(  gxg 恒成立，故 1b 时 ( )f x bx� 恒成立；

②当 1b 时， 01)0(  bg ，故 ),0[0 x ，使 0)( 00
0  bxexg x ，由于 0x 时， )(xg  单调递增，

故当 ),0[ 0xx 时， 0)(  xg ，则 1
2
1)( 2  bxxexg x 在区间  00 x， 单调递减， 0)0()(  gxg 成立，与题

意矛盾，故不成立；综上可得： 1b� ．
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法二：（切线放缩）注意：直接用第一问结论显然不严谨，首先只是知道在（0,1）处的切线，但没有说明这

个函数的单调性，所以需要证明，这里不做详细说明；

15.【解析】（Ⅰ）由 0a  ，得 ( ) ( 3) xf x x e  ，所以 ( ) ( 2) xf x x e   ，由 ( ) 0f x  得 2x  ，由 ( ) 0f x  得 2x  ，

所以，函数 ( )f x 的单调增区间是 (2, ) ；单调减区间是 ( ,2) ．

（Ⅱ）法一： ( ) ( 3)[ ( 3)]xf x x e a x    ，易得函数 ( )f x 有一个零点 3x  ．令 ( ) ( 3)xg x e a x   ．

（1）若 0a  ，则 ( ) 0xg x e  ， ( )g x 无零点，所以函数 ( )f x 只有一个零点；

（2）若 0a  ，则 ( ) xg x e a   ，

①当 0a  时，有 ( ) 0g x  ，所以函数 ( )g x 在 ( , )  上单调递增，而
11( ) 3 1 0ag e a

a


     ，g（3） 3 0e  ，

此时函数 ( )g x 在
1( ,3)
a

 内有一个零点，所以 ( )f x 有两个零点．

②当 0a  时，由 ( ) 0xg x e a    ，得 ( )x ln a  ，所以函数 ( )g x 在区间 (， ( ))ln a 单调递减，在区间 ( ( )ln a ，

) 单调递增，所以函数 ( ) ( ( )) [ ( ) 4]ming x g ln a a ln a     ．

（ⅰ）当 ( ) 4 0ln a   ，即 4 0e a   时， ( ) ( ( )) [ ( ) 4] 0ming x g ln a a ln a      ，此时函数 ( )g x 在其定义域内

无零点，所以函数 ( )f x 只有一个零点．

（ⅱ）当 ( ) 4 0ln a   ，即 4 0a e   ，此时函数 ( )g x 有一个零点为 4，所以函数 ( )f x 有两个零点．

（ⅲ）当 ( ) 4 0ln a   ，即 4a e  时， ( ) 0ming x  ，此时函数 ( )g x 有两个零点，因为 g（3） 0 ，所以这两

个零点均不为 3．所以函数 ( )f x 有三个零点．综上述，当 0a  或 4 0e a   时，函数 ( )f x 只有一个零点；

当 0a  或 4a e  时，函数 ( )f x 有两个零点；当 4a e  时，函数 ( )f x 有三个零点．

法二： ( ) ( 3)[ ( 3)]xf x x e a x    ，易得函数 ( )f x 有一个零点 3x  ．令 ( ) ( 3)xg x e a x   ．构造函数

exexh x )( ，易证 0)( xh 恒成立，当仅当 1x 时等号成立，故 )3(433   xeeee xx ，当仅当 4x 时

等号成立， 4ea  时， ( ) ( 3)xg x e a x   有一个零点，如图 1；当 0a 时，显然 )3(  xae x 一定有一

个交点，如图 2；当 4a e  时， ( ) ( 3)xg x e a x   有两个零点，如图 3；当 40 ea  ，如图 4，

( ) ( 3)xg x e a x   无零点，或者当 0a 时，无零点；综上述，当 0a  或 4 0e a   时，函数 ( )f x 只有一

个零点；当 0a  或 4a e  时，函数 ( )f x 有两个零点；当 4a e  时，函数 ( )f x 有三个零点．
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15题图 1 图 2 图 3 图 4

16.（1）【解析】 ( ) xf x e a   ， 0a� 时， ( ) 0f x  ，此时，函数 ( )f x 单调递增，无极值． 0a  时，令

( ) 0xf x e a    ，解得 0x lna ．可得： 0x lna 时，函数 ( )f x 取得极小值， 0
0 0( ) 2 2xf x e ax a alna      ．

（2）法一：证明： ( ) ( )f x g x� ，即 2 3x xe ax xe  � ． 0x  时，成立． 0x  时，化为：
1 ( )

x xe xea h x
x

 
� ，

2

2

1( )
x x xx e e xeh x

x
   

  ，令 2( ) 1x x xu x x e e xe     ． (0) 0u  ．

2 2( ) 2 0x x x x x x xu x xe x e e e xe xe x e           ， ( ) (0) 0u x u   ． ( ) 0h x   ， ( )h x 在 (0, ) 上单调

递减．利用洛必达法则： 0(0) | 0
1

x x x

x
e e xeh 
 

  ， 0a � ．

法二：（切线放缩） ( ) ( )f x g x 2 3x xe ax xe     ，即

 1 1xax e x    ，令    1 0g x ax x    ，    1xh x e x  ，

  0xh x xe   ，   0 0h x x    ，所以  min 1h x   画出  g x 和

 h x 图像如图所示，当 0x  时， ( ) ( )f x g x 恒成立即  g x 图像

必须在  h x 下方，    1xh x e x  在 0x  时取得极值  0 1h   ，而此时   1g x ax   取得极值 1 时斜率

0a  ，所以 0a  ， 0a  .

17.【解析】（1） 2( ) 2xf x e x a b    ， ( ) 2xf x e x   ，由题意得
(0) 1 2 0
(0) 1

f a b
f b

   
   

，即 1a   ， 1b  ；

（2）证明：由（Ⅰ）可知， 2( ) 1xf x e x   ．令 2( ) ( ) 1xx f x x x e x       ， ( ) 1xx e   ，

由 ( ) 0x  ，得 0x  ．当 ( ,0)x  时， ( ) 0x  ， ( )x 单调递减，当 (0, )x  时， ( ) 0x  ， ( )x 单调

递增． ( )x 的最小值为 (0) 0  ，从而 2( )f x x x � ；
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（3） ( )f x kx 对任意的 (0, )x  恒成立，等价于
( )f x k
x

 对任意的 (0, )x  恒成立．

令
( )( ) f xg x
x

 ， 0x  ．
2

2 2 2

( ) ( ) ( 2 ) ( 1) ( 1)( 1)( )
x x xxf x f x x e x e x x e xg x

x x x
        

    ．

由（Ⅱ）可知，当 (0, )x  时， 1 0xe x   恒成立，令 ( ) 0g x  ，得 1x  ， ( ) 0g x  ，得 0 1x  ，

( )g x 的单调增区间为 (1, ) ，单调减区间为 (0,1)， ( )ming x g （1） 2e  ． 2k e   ．即实数 k的取

值范围为 ( , 2)e  ．

18.【解析】（1） 1( ) x

xf x
e


  ( ) x

xf x
e
  ，当 ( ,0)x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增；

当 (0, )x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减，所以当 0x  时，函数 ( )f x 存在极大值 (0) 1f  ，无极小值；

（2）法一：令 21( ) ( ) ( ) 1x

xh x f x g x ax
e


     ，

1
2( ) 2 2

x

x x

ex ah x ax ax
e e


     

 10
2

a  ，
1 1
2a

 ，即
1 0
2

ln
a
 ，令 ( ) 0h x  ，解得 0x  或

1
2

x ln
a



当 ( ,0)x  时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增；当
1(0, )
2

x ln
a

 时， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减；

当时
1( , )
2

x ln
a

  ， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递增，又 (0) 0h  ，
1( ) (0) 0
2

h ln h
a

  ，

2
1 1

1 11 1
1 1 1 1( ) ( ) 1 0( )

2
a a

a ah a ln
aa a a

e e

 
      ，函数 ( )h x 在 R上连续，所以 ( )h x 有一个零点 0，且在

1 1( , )
2

ln
a a

上有一个零点，即函数 ( )h x 有两个零点当
10
2

a  时，方程 ( ) ( )f x g x 的实根个数为 2个；

法 二 ： ( ) ( )f x g x 即  2 21 1 11x
xx ax x eax

e
  


  ， 令

  1g x x  ，    21 xh x ax e  （
10
2

a  ），则 ( ) ( )f x g x 的实根

个数等价于两函数图像交点个数，    2 2 1 xh x ax ax e     ，令

  2 2 1H x ax ax    ， 24 4 0a a    ，又对称轴 1x   且过  0 1，

所以  H x 一定存在一个负根 1x 和一个正根 2x ，当 0x  ，   0h x 

此时两函数图像交点个数为零；当 0x  ，    0 0 1g h  ，一交点；

当 0x  ，由于  h x 在    2 20 +x x x x    ， ， ， ，所以两函数图像必定存在一个交点 . 综上，方程

( ) ( )f x g x 的实根个数为 2.
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（3）由（2）知，即证：当 1a� 时，对于任意实数 [ 1x  ， ) ，不等式 ( ) 0h x � 恒成立．

①在 0x� 时， 1a � 
1 10
2 2a

 � ，又 0x� ， 1xe � 得： ( ) 0h x � ， ( )h x 为在 [0， ) 上是增函数，故 ( ) (0) 0h x h � ；

②在 1 0x � � 时，由于 1a� ，所以 2 21 1ax x � 要证明 ( ) 0h x � 成立，即证 21 1 0x

x x
e


  � ，

也即证
1( 1)[ 1] 0xx x
e

   � ，由于 1 0x  � ，只需证
1 1 0x x
e

  � ．

不妨令
1( ) 1xm x x
e

   ，
1 1( ) 1

x

x x

em x
e e

    ．由 1 0x � � ，得 ( ) 0m x � 且不恒为 0，

所以 ( )m x 在区间 [ 1 ， 0]上单调递减， ( ) (0) 0m x m � ，从而
1 1 0x x
e

  � 得证．

综上，当 1a� 时，对于任意实数 [ 1x  ， ) ， ( ) 0h x � 恒成立，即不等式 ( ) ( )f x g x� 恒成立．

19.【解析】（1） ( ) xf x e m   ，①若 0m� ，则 ( ) 0f x  ， ( )f x 在 ( , )  单调递增，所以 ( )f x 无极值，

②若 0m  ，当 x lnm 时， ( ) 0f x  ，当 x lnm 时， ( ) 0f x  ， ( )f x 在 ( , )lnm 单调递减，在 ( , )lnm  单

调递增，所以 ( )f x 的极小值为 ( )f lnm ，由 ( 1) 1 1m m lnm    ，解得 1m  ．

（3）令 ( ) ( 1) 1 ( 1)( 0)
2

x mg x e m x ln x x      � ， ( )
2( 1)

x mg x e m
x

   


，令 ( )
2( 1)

x mh x e m
x

  


，

2

2

2( 1)( )
2( 1)

xx e mh x
x

  


，令 2( ) 2( 1) xp x x e m   ，显然 ( )p x 在 [0， ) 单调递增， ( ) (0) 2p x p m  � ．

①当 2m� 时， ( ) 0p x � ， ( ) 0h x � ， ( )h x 在[0， ) 单调递增， ( ) (0) 1 0
2
mh x h  � � ，即 ( ) 0g x � ， ( )g x

在 [0， ) 单调递增，所以 ( ) (0) 2 0g x g m � � ，此时符合题意；

②当 2m  时， (0) 0p  ， 0 (0, )x   ，使 0( ) 0p x  ，故 ( )p x 在 0(0, )x 恒为负值， ( )h x 在 0(0, )x 单调递减，

此时 ( ) (0) 1 0
2
mh x h    ，所以 ( )g x 在 0(0, )x 单调递减，所以 ( ) (0) 2 0g x g m    ，此时不符合题意，

故所求m的取值范围为 (， 2]．

法二：令 ( ) ( 1) 1 ( 1)( 0)
2

x mg x e m x ln x x      � ， 02)0(  mg ，则必须有 2m ， ( )
2( 1)

x mg x e m
x

   


，

构造函数
x

exh x 12)( 1   ，显然 0211 

x
xxe x ，当仅当 1x 时等号成立，故

1
12



x

e x ，当 0x

时取等，当 2m 时，
1

12)
1

12(
2 





xx

m
（ 1x ），显然 ( ) 0

2( 1)
x mg x e m

x
    


，故 )0()( gxg  恒

成立，即所求m的取值范围为 (， 2]．

20.【解析】（1）根据题意， 2( ) ( )xf x x e a  ， 2y x 是曲线 ( )y f x 的切线，设切点的坐标为 1(x ， 1)y ，

则 2 2 2( ) ( ) 2 (2 1)x x xf x e a xe x e a       ，又由 2y x 是曲线 ( )y f x 的切线，切点为 1(x ， 1)y ，则 1( ) 2f x  ，
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则有 1

1

1 1
2

1 1 1
2

1

2

(2 1) 2

x

x

y x
y x e ax
x e a


  
   

，解可得 1a   ；

（1）法一：根据题意， 2( ) ( )xf x x e a  ，则 ( ) 1f x x lnx � ，即 2( ) 1xx e a x lnx  � ，变形可得

2 (1 ) ( 1)xxe lnx a x  � ，又由 0x  ，所以 2 11 x lnxa e
x


 � ，设 2 1( ) x lnxg x e
x


  ，

其导数
2 2

2
2 2

2( ) 2
x

x lnx x e lnxg x e
x x


    ，设 2 2( ) 2 xh x x e lnx  ，其导数 2 1( ) 4 ( 1) 0xh x xe x

x
     ，则函数 ( )h x

在 (0, ) 上单调递增；又由
1( ) 0h
e

 ，h（1） 0 ，则存在 0
1(x
e

 ，1)，满足 0( ) 0h x  ，即 022
0 02 0xx e lnx  ，

故 02 0
0

0

1( ) ( ) x
min

lnxg x g x e
x


   ，若 2 11 x lnxa e
x


 � ，必有 01 ( )a g x � ，令 022
0

xt x e ，变形可得

0 02 2x lnx lnt  ，由 022
0 02 0xx e lnx  ，变形可得 02 0t lnx  ，则有 0 02 2x lnx t lnt   ，设 ( ) 2F x x lnx  ，

分析易得 ( ) 2F x x lnx  为增函数，则有 0x t ，则 02 0
0

0

1( ) 2x lnxg x e
x


   ，必有 1 1a  � ，解可得 1a� ，

故 a的取值范围为 (，1]．

法二： 2( ) 1xx e a x lnx  � ，变形可得 2 (1 ) ( 1)xxe lnx a x  � ，即 2 ln (1 ) ( 1)x xe lnx a x   � ，构造函数

1)(  xexh x ，显然 0)( xh 恒成立，当仅当 0x 时等号成立，故   2 ln2 ln 2 (1 ) 0x xh x x e x lnx      恒

成立，当仅 0xx  ，且满足 0ln2 00  xx 时等号成立，故 2 ln (1 ) 2 ( 1)x xe lnx x a x      ，又由 0x  ，必有

1 1a  � ，解可得 1a� ，故 a的取值范围为 (，1]．

21.
【解析】（1）当 1a  时，   1xf x e x   ，则   1xf x e   ，    1 1 1f e f e   ， ，所以在点   1 1f，

处的切线方程为    1 1y e e x    ，整理为  1 1y e x   .

（1）由   2f x x ，得
2

2

1 xx ea
x

 
 ，令  

2

2

1 xx eg x
x

 
 ，则  

   
2

1 1 xx x e
g x

x

  
  ，令   1 xh x x e   ，

则   1 0xh x e    . 则  h x 在  10， 上单调递减，    0 0h x h  ；   0g x  ，  g x 单调递增，则有

   1 2g x g e   ，所以  2 +a e  ， .

法 二 ： 由  21xe ex x   （ 证 明 略 ） 以 及 题 意   2 2 21 1x xf x x e ax x e x ax         ， 即

   22 1xe a x x    ，所以  2 +a e  ， .
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专题 3 对数切线放缩

1．【解析】法一：当 10a  时，函数 ( ) 10f x x x lnx   ， x e 时， ( )f e 0 ， 100x  时， (100) 0f  ，

所以函数存在零点，所以 A、B不正确；当
1
2

a  时，
1( )
2

f x x x lnx   ，
1 1( ) 1

22
f x

xx
    ， 1x  时，

( ) 0f x  恒成立，函数是增函数， f （1） 0 ，所以
1
2

a  时，函数没有零点，所以C不正确，故选 D．

法二：令 tx  ，则 tatttatttf ln2ln)( 222  在区间 (1, ) 上存在零点，由于 xxx  2ln ，切点

为 )0,1( ，根据函数图像性质可得， 12 a 时一定存在零点，故选D．

2．【解析】函数 ( )f x lnx ax  在 R 上有两个不同的零点可化为 y lnx 与

y ax 在 R上有两个不同的交点，作函数 y lnx 与 y ax 在 R上的图象如

下，当直线与 y lnx 相切时，则
1lnx

x x
 ，解得， x e ；故直线与 y lnx 相

切时，切线的斜率
1a
e

 ；故实数 a的取值范围是
1(0 , )
e

；故答案为：
1(0 , )
e

．

3．【解析】法一：（1）若 0a  ，由 21 1(1 )
2 2
x m x alnx   � ，显然 y alnx 在 [1， ) 上单调递减，且经过

点 (1,0)，而 21 1( ) (1 )
2 2

y m x x m x     的图象开口向上，且经过点
1(0, )
2

 ，故只需令m （1） 0� 即可，

即1 0m � ，即 1m� ，符合题意．

（ 2 ） 若 0a� ， 由 ( )f x mx� 可 得
11

2 2
x alnxm

x x
  � ， 令

1( ) 1 ( 1)
2 2
x alnxg x x

x x
    � ， 则

2

2 2 2

1 (1 ) 1 2 ( 1) 1( )
2 2 2

a lnx x a lnxg x
x x x
   

     ，令 2( ) 2 ( 1) 1( 1)h x x a lnx x    � ，则
22( )( ) x ah x
x


  ，则

( ) 0h x  ，故 ( )h x 在 [1， ) 单调递增， ( )h x h � （1） 2 2 2(1 )a a    ，

①若 0 1a� � ，则 ( )h x h� （1） 0� ，即 ( ) 0g x � ， ( )g x 在 [1， ) 上单调递增， ( )g x g � （1） 1 ，故 1m� ，

符合题意．②若 1a  ，则 ( )h x 的最小值 h（1） 2(1 ) 0a   ，存在 0 [1x  ， ) 使得当 [1x ， 0 )x 时， ( ) 0h x  ，

当 0(x x ， ) 时， ( ) 0h x  ， ( )g x 在 [1， 0 )x 上单调递减，在 0(x ， ) 上单调递增， ( )g x 的最小值为

0( )g x ，故 0( )m g x� ，而 0( )g x g （1） 1 ，故m的最大值不为 1，不符合题意．综上，a的取值范围是 (，

1]．故答案为： (，1]．
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法二： 2 21 1( ) 2 2( 1
2 2

1 )f x x alnx x mx x alnx m x         对任意 [1x ， ) 恒成立，且m最大值为

1，故 2 2 01x alnx  恒成立，由于 12  xy 与 alnxy 2 均过定点 )0,1( ，如图所示，根据切线和函数凹凸

反转性质可知 2 2(1 1) 2x x lnx   ，即 22 a ， a的取值范围是 (，1]．

4．【解析】法一：函数 ( ) ( )
xef x k lnx x
x

   的定义域是 (0, ) ，

2 2

( 1) (1 ) ( )( 1)( )
x xe x k x e kx xf x
x x x
   

     ． 1x  是函数 ( )f x 的唯一一个极值点 1x  是导函数 ( ) 0f x 

的唯一根． 0xe kx   在 (0, ) 无变号零点，令 ( ) xg x e kx  ， ( ) xg x e k   ，① 0k� 时， ( ) 0g x  恒成

立． ( )g x 在 (0, ) 时单调递增的， ( )g x 的最小值为 (0) 1g  ， ( ) 0g x  无解② 0k  时， ( ) 0g x  有解为：

x lnk ，0 x lnk  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递减，lnk x 时， ( ) 0g x  ， ( )g x 单调递，增 ( )g x 的最小值为

( )g lnk k klnk  ， 0k klnk   ， k e  ，由 xy e 和 y ex 图象，它们切于(1, )e ，综上所述，k e� ．故选A．

法二：（同构式切线放缩法） ( ) ( )
x x xe e ef x k lnx x kln t klnt
x x x

       ，
t
kt

t
ktf 
 1)( ，显然 exe x  ，

当仅当 1x 时等号成立，故 et  时， 0)(  tf 无解，所以必须 k e ，故选 A．

5．【 解 析 】 法 一 ： 2( ) ( 0)f x xlnx ax x   ， ( ) 1 2f x lnx ax    ． 令 ( ) 1 2g x lnx ax   ，  函 数

( ) ( )f x x lnx ax  有两个极值点，则 ( ) 0g x  在区间 (0, ) 上有两个实数根．
1 1 2( ) 2 axg x a
x x


    ，当 0a�

时， ( ) 0g x  ，则函数 ( )g x 在区间 (0, ) 单调递增，因此 ( ) 0g x  在区间 (0, ) 上不可能有两个实数根，

应舍去．当 0a  时，令 ( ) 0g x  ，解得
1
2

x
a

 ，令 ( ) 0g x  ，解得
10
2

x
a

  ，此时函数 ( )g x 单调递增；

令 ( ) 0g x  ，解得
1
2

x
a

 ，此时函数 ( )g x 单调递减．当
1
2

x
a

 时，函数 ( )g x 取得极大值．当 x趋近于 0

与 x趋近于 时， ( )g x ，要使 ( ) 0g x  在区间 (0, ) 上有两个实数根，则
1 1( ) 0
2 2

g ln
a a

  ，解得

10
2

a  ．实数 a的取值范围是
1(0, )
2

．故选 A．

法二：（对数切线放缩法） 2( ) ( 0)f x xlnx ax x   ， ( ) 1 2f x lnx ax    ．令 ( ) 1 2g x lnx ax   ，由于 1ln  xx ，

故当 12 a 时， 2 1lnx ax  有两个交点， 0a 时，由于单调性变化，仅有一个交点，故选 A．

6．【解析】法一：方程 ( ) ( 1)f x a x  恰有两个不同的解，即方程 21 ( 1) 0
2
x a x alnx    在 (0, ) 上恰有 2

个解，令 21( ) ( 1)
2

g x x a x alnx    ，其中 (0, )x  ，
( 1)( )( ) ( 1) a x x ag x x a

x x
 

      ，

（1） 0a  时， ( )g x 在 (0,1)递减，在 (1, ) 递增，有 2个零点，故 g（1） 0 ，即
1 0
2

a   ，

（2） 0a  时， 21( )
2

g x x x  只有 1个零点 2，舍，
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（3）0 1a  时， ( )g x 在 (0, )a 递增，在 ( ,1)a 递减，在 (1, ) 递增，有 2个零点，且 g（1） 1 0
2

a    ，

故 ( )g a 0 ，无解，舍，

（4） 1a  时， ( )g x 在 (0, ) 递增，不可能有 2个零点，舍，

（5） 1a  时， ( )g x 在 (0,1)递增，在 (1, )a 递减，在 ( , )a  递增，

g （1） 1 0
2

a    ，不可能有2个零点，舍，综上，
1(
2

a  ，0)时，方程 ( ) ( 1)f x a x  恰有2个解，故选A．

法二： 21 ( 1) 0
2
x a x alnx    在 (0, ) 上恰有 2个解，即

1 1 2( 1)
2 2

a x a lnxx
a a a x

  
     有两交点，由于

1ln
 x

x
x

，两函数的切点为（1,0），根据题意直线的零点一定满足
2
11)1(2  aa ，且直线必须为单

调递增，所以 0
2
1

 a 时一定有两交点，当 0a 时，仅有一个交点，不合题意，故选 A．

7.【解析】法一：函数 ( ) 1f x xlnx  的图象总在直线 y ax 的上方， 1 0xlnx ax    对任意 0x  恒成

立，令 ( ) 1F x xlnx ax   ，则 0x  ， ( ) 1F x lnx a    ，由 ( ) 0F x  ，得 1 ax e  ．当 1(0, )ax e  时， ( ) 0F x  ，

当 1( ax e  ， ) 时， ( ) 0F x  ， 1 1 1 1( ) ( ) 1 0a a a a
minF x F e e lne ae         ，解得 1a  ，实数 a的取值范

围是 ( ,1) ．故选 A．

法二：（切线放缩） 1 1 1xlnx x ax a      ，故选 A．

8．【解析】当 (0, )x  时， ( )( ) 0xax lnx ax e  � ，
0
0x

ax lnx
ax e


 

�
� ，即

1a
e

a e






�

�
，（过原点的切线斜率问题）或

0
0x

ax lnx
ax e


 

�
� ，无解，综上可得：实数 a的取值范围是：

1[ , ]e
e

．故选 B．

9．【解析】法一：根据题意，因为 ( ) 1 2 1xf x e a nx ax    ，所以 ( ) 2x af x e a
x

    ．令 ( ) 2 0x af x e a
x

     ，

得
1 2

xxea
x




，再令 ( ) ( 0)
1 2

xxeg x x
x

 


，因为函数 ( ) 1 2 1xf x e a nx ax    在 (0, ) 上恰有两个极值点，所

以 ( )g x a 有两个零点．又 2

(2 1)( 1)( ) ( 0)
(1 2 )

xe x xg x x
x

    


，令 ( ) 0g x  ，得 0 1x  ，所以
1
2

x  ；令 ( ) 0g x  ，

得 1x  ，所以函数 ( )g x 在
1 1(0, ), ( ,1)
2 2

上单调递增，在 (1, ) 上单调递减．由于 (0) 0g  ， (1)g e  ，根据

数形结合法可得 a e  ，即 ( , )a e   ．故选 D．

法二：（指数切线放缩）
1(2( ) 2 0 )x xaf x e a e

x
a

x
        有两个交点，根据上一讲到指数与反比例函

数切线放缩得 )12(121

x
ee

x
e xx  ，故当仅当 ea  时有两个交点，即 ( , )a e   ．故选D．

10．【解析】法一： 2

1( ) lnxf x k
x


   ，若 ( )f x 在 (0, ) 递增，故 2

1 lnxk
x


 在 (0, ) 恒成立，令 2

1( ) lnxg x
x


 ，

( 0)x  ， 3

2 3( ) lnxg x
x


  ，令 ( ) 0g x  ，解得：
3
2x e ，令 ( ) 0g x  ，解得：

3
20 x e  ，故 ( )g x 在

3
2(0, )e 递
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减，在
3
2(e ， ) 递增，故

3
2

3

1( ) ( )
2ming x g e
e

   ，故答案为： 3

1( , ]
2e

  ．

法二：（同构式）若 ( )f x 在 (0, ) 递增，
2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1ln( ) ln( ) ln
2 2 2

lnx e e ek t t
x x x e x x e


        ，由于

]1,(ln
e

tt  ，故 2 3

1 1 1( )
2 2

k
e e e

     ，故答案为： 3

1( , ]
2e

  ．

11．【解析】法一： ( ) 2 1f x ax lnx    ，若 ( )f x 在
1[
e
， ) 递增，则 ( ) 0f x � 在

1[
e
， ) 恒成立，则

1
2

lnxa
x
�

在
1[
e
， ) 恒成立，令

1( )
2

lnxg x
x


 ，
1[x
e

 ， ) ，则 2

2( )
4
lnxg x
x

   ，令 ( ) 0g x  ，解得： 1x  ，令 ( ) 0g x  ，

解得： 1x  ，故 ( )g x 在
1[
e
，1)递增，在 (1, ) 递增，故 ( )g x max g （1） 1

2
 ，故

1
2

a� ；

法二： ( ) 2 1 0f x ax lnx     在区间
1[
e
， ) 恒成立，由于 1ln  xx ，切点在 )0,1( ，切点在区间内，故 12 a

时满足条件，故答案为：
1[
2
， ) ．（口诀：切点在区间内，切点定最值，切点在区间外，端点定最值）

12.【解析】
2

2 2

2 2( ) b bx x bf x b
x x x

 
     ，① 0b� ， ( ) 0f x  ， ( )f x 在定义域单调递增，不符合题意；

② 0b  ，△ 24 4 0b   ， 1 0b   ，所以 1 0b   ，故答案为： ( 1,0) ．

13.【解析】法一：不等式 1xe kx lnx � ，对于任意的 (0, )x  恒成立．等价于
1xe lnxk
x

 � 对于任意的

(0, )x  恒成立．令
1( )

xe lnxf x
x

 
 ，( 0)x  ， 2

( 1)( )
xe x lnxf x

x
 

  ，令 ( ) ( 1)xg x e x lnx   ，( 0)x  ，

则
1( ) 0xg x e
x

    ， ( )g x 在 (0, ) 单调递增， (1)g 0 ， (0,1)x  时， ( ) 0g x  ， (1, )x  时，

( ) 0g x  ． (0,1)x  时， ( ) 0f x  ， (1, )x  时， ( ) 0f x  ． (0,1)x  时， ( )f x 单调递减， (1, )x  时，

( )f x 单调递增． ( ) (1)minf x f  1e  1k e � ．故答案为： 1e  ．

法二：（同位同构式构造法）构造函数 1)(  xexf x ，故 0)(ln)1(ln1  xfxefxxexe x ，当仅

当 1x 时等号成立；同构式切线放缩最关键的点就是常数一定要消去，否则构造失败， 1k e � ．

14．【解析】（1）当 2a  时， ( ) 2f x lnx x  ，所以
1( ) 2f x
x

   ．故切线的斜率 k f （1） 1  ，则切线

方程为 2 ( 1)y x    ，即 1 0x y   ．

（2）法一：
1( )f x a
x

   ，①当 0a  时， ( )f x lnx 有唯一零点 1x  ，不合题意；

② 当 0a  时 ， 则 ( ) 0f x  ， ( )f x 在 区 间 (0, ) 上 的 增 函 数 ， 因 为 f （ 1 ） 0a   ，

( ) (1 ) 0a a af e a ae a e     ，所以函数 ( )f x 在区间 (0, ) 有唯一零点，不合题意；

③当 0a  时，令 ( ) 0f x  得
1x
a

 ，所以，当
1(0, )x
a

 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在
1(0, )
a

上是增函数；



学习数学 领悟数学 秒杀数学

107

当
1(x
a

 ， ) 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在
1(
a
， ) 上是减函数．所以在区间 (0, ) 上，函数 ( )f x 有极

大值为
1 1( ) 1 1f ln lna
a a

     ， 0ae a  ，故
1 1
ae a
 ，且 1ae  ，

1 1( ) (1 ) 0a a a

af a a
e e e

        ，且

当 x时， ( )f x ，若 ( )f x 无零点，则
1( ) 0f
a

 ，即 1 0lna   ，解得
1a
e

 ，故所求实数 a的取

值范围是
1(
e
， ) ．

法二：（参变分离） ( ) 0f x lnx ax   时，
x
xa ln

 ，令
x
xxg ln)(  ， 2

ln1)(
x
xxg 

 ， ex  时， 0)(  eg ，

显然
e

egxg 1)()( max  ，故
1a
e

 时， ( )f x lnx ax  无零点；

（3）法一：设 1 2 0x x  ，由 1 2( ) ( ) 0f x f x  可得 1 1 0lnx ax  ， 2 2 0lnx ax  ， 1 2 1 2( )lnx lnx a x x    ，

即

1

2

1 2

xln
xa

x x



，要证： 1 2

2x x
a

  ，只需证 1 2( ) 2a x x  ，即证： 1 1 2

2 1 2

2( )x x xln
x x x





．令 1

2

1xt
x

  ，于是

1 1 2

2 1 2

2( ) 2( 1)
1

x x x tln lnt
x x x t

 
  

 
．设函数

2( 1)( ) ( 1)
1

th t lnt t
t


  


，求导得
2

2 2

1 4 ( 1)( ) 0
( 1) ( 1)

th t
t t t t


    

 
，

所以函数 ( )h t 在 (1, ) 上是增函数，所以 ( )h t h （1） 0 ，即不等式
2( 1)

1
tlnt
t





在 (1, ) 上恒成立，故所

证不等式 1 2
2x x
a

  成立．

法二：（对数平均不等式）设 1 2 0x x  ，由 1 2( ) ( ) 0f x f x  可得 1 1 0lnx ax  ， 2 2 0lnx ax  ，

1 2 1 2( )lnx lnx a x x    ，即 1 2

1 2

1
ln ln
x x

a x x





，故只需证： 1 2 1 2

1 2

1
ln ln 2
x x x x

a x x
 

 


，

如图所示，在反比例函数  
x

xf 1
 上任取两点 
















b
bB

a
aA 1,,1, ，点 











ba
baC 2,

2

为 AB在双曲线上的中点， xAA 1 轴交其于 1A ， xBB 1 轴交其于 1B ，过C作双

曲线切线交 1AA 和 1BB 于 ED, 两点，根据  ab
ba

dx
x

SS
b

aADEBAACBB 


 
21

1111
，

即
2lnln
ba

ab
ab 





，故 1 2 1 2

1 2

1
ln ln 2
x x x x

a x x
 

 


，即 1 2
2x x
a

  ．

15．【解析】（1）函数 ( )f x 的定义域为 0x  ， ( ) 1f x a lnx    ，若 ( ) 0f x  ，则 1lnx a  ， 1ax e  ，又 ( )f x

是单调递减的，当 x变化时， ( )f x ， ( )f x 的变化情况如下表：

x 1(0, )ae 
1ae 

1( ae  ， )

( )f x  0 

( )f x 增函数 极大值 减函数

( )f x 在区间 1(0, )ae  内为增函数，在区间 1( ae  ， ) 内为减函数．
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（2）法一： (1)f 0 ， ( ) 1f x a lnx    ．当 1a� 时，在 1x� 上， ( ) 0f x � ，故函数 ( )f x 在 (1, ) 上单调递

减， ( ) (1)f x f� 0 ．当 1a  时，在 1x� 上， ( ) 1 0f x a lnx     ，解得 1
1 1ax e   ．又 ( ) 1f x a lnx    在

(1, ) 上单调递减，在 1(1, )x 上 ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在 1(1, )x 上单调递增， ( )f x f� （1） 0 与任意 1x� ，

恒有 ( ) 0f x � 成立矛盾．综上，实数 a的取值范围为 (，1]．

法二：（切线放缩）若 ( ) 0f x � 成立，则 ( 1)a x xlnx  ，过点 )0,1( 作 xxxg ln)(  的切线，可得方程

)1)(ln1(ln0 0000 xxxx  ，即 00 ln10 xx  ，易知 10 x ， 1)( 0  xga ，实数 a的取值范围为 (，1]．

16.【解析】（1）因为点 (1,1)在曲线 ( )y f x 上，所以 1a  ， ( )f x x lnx  ．又
1 2( )

2 2
x xf x
x x x

    ，

所以
1(1)
2

f    ．在该点处曲线的切线方程为
11 ( 1)
2

y x    即 2 3 0x y  

（2）法一：定义域为 (0, ) ，
1 2( )

2 2
a x a xf x
x x x

    讨论：（1）当 0a� 时， ( ) 0f x  ，此时 ( )f x 在 (0, )

上单调递减，又 f （1） 0a � ，不满足 ( ) 2f x � ；（2）当 0a  时，令 ( ) 0f x  可得 2

4x
a

 ，列表可得

x 2

(0, )
4
a 2

4
a

2

4( , )
a



( )f x  0 

( )f x

单调递减 单调递增

所以 ( )f x 在 2

4(0, )
a

上单调递减，在 2

4( , )
a

 上单调递增，所以 2 2

4 4( ) 2f x f ln
a a

    
 

最小值
，所以令

2

42 2ln
a

 � 解得 2a� ，所以 a的取值范围为 2a� ．

法二：定义域为 (0, ) ， ( ) 2f x � 恒成立即 2a x lnx � 恒成立，又 0x  ，所以
2 lnxa

x
� 恒成立．令

2( ) lnxg x
x


 ， (0, )x  ，则 2( )

2
xlnxg x
x

   ，由 ( ) 0 0 1g x x     ，所以 ( )g x 在 (0,1)单调递增，在 (1, )

上单调递减， ( )maxg x g （1） 2 ，所以 2a� ．

注意：本题的本质就是令 xt  ，则 ttatat ln1
2

2ln 2  ，显然 2a ．

17．【解析】（1） ( ) ( )
xef x a x lnx
x

   ，定义域 (0, ) ． 2 2

( 1) ( 1) ( 1)( )( )
x xe x x x e axf x a
x x x
       ，当 a e 

时， 2

( 1)( )( )
xx e exf x

x
   ，由于 xe ex� 在 (0, ) 恒成立，故 ( )f x 在 (0,1)单调递减， ( )f x 在 (1, ) 单调递

增．故 ( ) (1)minf x f 0a e   ．
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（2）法一： 2

( 1)( )( )
xx e axf x

x
   ，①当 a e  时， ( )f x 在 (0,1)单调递减， ( )f x 在 (1, ) 单调递增．

( )minf x f  （1） 0a e   ， ( )f x 只有一个零点．

②当 a e  时，ax ex  ，故 0x xe ax e ex   � 在 (0, ) 恒成立，故 ( )f x 在 (0,1)单调递减， ( )f x 在 (1, )

单调递增． ( )minf x f （1） 0a e   ．故当 a e  时， ( )f x 没有零点．

③当 a e  时，令 0xe ax  ，得
xe a
x
  ，令 ( )

xex
x

  ， 2

( 1)( )
xx ex

x
   ， ( )x 在 (0,1)单调递减， ( )x 在

(1, ) 单调递增． ( )minx   （1） e ， ( )x 在 (0, ) 有两个零点 1x ， 2x ， 1 20 1x x   ，

( )f x 在 1(0, )x 单调递减，在 1(x ，1)单调递增，在 2(1, )x 单调递减，在 2(x ， ) 单调递增， (1)f 0a e   ，

又 0x 时， ( )f x ，x时， ( )f x ，此时 ( )f x 有两个零点，综上 ( )f x 有两个零点，则 a e  ．

法二：（同构式切线放缩法） ( ) ( )
x x xe e ef x a x lnx aln
x x x

     ．令 )0(  xt
x
e x

，则
e

x 1
 时， et min ，当

),1()1,0( 
ee

x  ， ),(  et ，使 ty
x
ey
x

 与 有两个交点，故当 ( )f x 有两个零点时， 0)(  alntttf ，

即  et
t
tyay 
ln

与 有且只有一个零点，根据函数  et
t
ty 
ln

图像可得 eay  ．

18．【解析】（1）函数的定义域为 (0, ) ，函数的导数 2( ) lnxf x
x


  ，由 ( ) 0f x  得，0 1x  ，即函数 ( )f x

为增函数，由 ( ) 0f x  得 1x  ，即函数 ( )f x 为减函数，即当 1x  时，函数 ( )f x 取得极大值，极大值为 f（1）

1 ．无极小值．

（3）当 1a� 时， x xae e� ，故要证不等式
1(1 )(1 )xae lnx
x

 � 成立，即证明
1(1 )(1 )xe lnx
x

 � 成立，即

1
1

xe lnx
x x





，令 ( )

1

xeg x
x




，则 2( ) 0
( 1)

xxeg x
x

  


，函数 ( )g x 在区间 [0 ， ) 上为增函数，故

( ) (0) 1g x g  ，即 1
1

xe
x



，由（1）得

1 1lnx
x
 � ，则

1
1

xe lnx
x x





成立，即

1(1 )(1 )xae lnx
x

 � 成立．

19．（1）【解析】 2 2

1( ) a x af x
x x x


    ． ( 0)x  ．当 0a� 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在 (0, ) 上单调递增，

又 (1)f 0 ．因此 0 1x  时， ( ) 0f x  ．当 0a  时，可得函数 ( )f x 在 (0, )a 上单调递减，在 ( , )a  上单调

递增， x a  时，函数 ( )f x 取得极小值即最小值，则 ( )f a 1 0lna a   � ．令 ( )g a 1lna a   ，

(1)g 0 ． ( )g a 1 11 a
a a


   ，可知： 1a  时，函数 ( )g a 取得极大值即最大值，而 (1)g 0 ．因此只有 1a 

时满足 ( )f a 1 0lna a   � ．故 1a  ．实数 a取值的集合是{1}．注意：此题来自于 1ln  xx 中将
x
1
替换

x后得到的
x

x 11ln  ，故 1a ；
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（2）证明：由 ( )I 可知： 1a  时， ( ) 0f x � ，即
11lnx
x

� 在 0x  时恒成立．

要证明： 21 2 ( 2)xe lnx x e x
x

    � ，即证明： 21 ( 2)xe x e x  � ，即 21 ( 2) 0xe x e x    � ．

故构造      
21

0x

ex x
h x x

e
 

  ，则      1 3
x

x x e
h x

e
   

 ，当  0 1x ， 时，    0h x h x  ， ，当

 1x  ， 时，    0h x h x  ， ，得    max
1 1h x h  ，所以  21xe ex x   对任意  0 +x ， 恒成立

 0x  ， ( ) 0h x � 恒成立，即 21 ( 2) 0xe x e x    � ．综上可得： 21 2 ( 2)xe lnx x e x
x

    � ，成立．

22.【解析】（1）根据题意可得， ( ) ( 0)
x

xa a xef x e x
x x


     ，当 0a� 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )y f x 是减

函数，无极值点；当 0a  时，令 ( ) 0f x  ，得 0xa xe  ，即 xxe a ，又 xy xe 在(0, ) 上存在一解，不妨设为 0x ，

所以函数 ( )y f x 在 0(0, )x 上是单调递增的，在 0(x ， ) 上是单调递减的；所以函数 ( )y f x 有一个极大值点，无

极小值点；总之：当 0a� 时， ( )f x 无极值点；当 0a  时，函数 ( )y f x 有一个极大值点，无极小值点；

（2）法一：证明： 2a  时， ( ) 2 xf x lnx e  ，
2( ) ( 0)

xxef x x
x


   ，由（1）可知 ( )f x 有极大值 0( )f x ，

且 0x 满足 0
0 2xx e   ①，又 xy xe 在 (0, ) 上是增函数，且 0 2 e  ，所以 0 (0,1)x  ，又知：

0
0 0( ) ( ) 2 x

minf x f x lnx e   ②；由①可得 0

0

2xe
x

 ，代入②得 0 0
0

2( ) ( ) 2minf x f x lnx
x

   ，令
2( ) 2g x lnx
x

  ，

则 2 2

2 2 2( 1)( ) 0xg x
x x x


     恒成立，所以 ( )g x 在 (0,1)上是增函数，所以 0( )g x g （1） 2 0   ，即 0( ) 0g x  ，

所以 ( ) 0f x  ．

法二：（思路，详细过程请读者自己完成） 2a  时， ( ) 2 2 xxf x lnx e x e
e

   ，由于 exe x  ，故命题得证；

22．【解析】（1） 1( ) ( 0)lnxg x x
x


  ，故 2

2( ) lnxg x
x


  ，令 ( ) 0g x  ，解得： 20 x e  ，令 ( ) 0g x  ，

解得： 2x e ，故 ( )g x 在 2(0, )e 递增，在 2(e ， ) 递减，故 ( )g x 极大值 2
2

1( )g e
e

  ；

（2）（放对再放指，不行找基友）证明：要证 2( ) 1 xf x e x   ．即证 2 1 0xe x xlnx    ，

先证明 1lnx x � ，取 ( ) 1h x lnx x   ，则
1( ) xh x
x


  ，易知 ( )h x 在 (0,1)递增，在 (1, ) 递减，故 ( )h x h�

（1） 0 ，即 1lnx x � ，当且仅当 1x  时取“  ”，故 ( 1)xlnx x x � ， 2 22 1x xe x xlnx e x x    � ，故只

需证明当 0x  时， 22 1 0xe x x    恒成立，构造函数 xe
xxxt 12)(

2 
 ，则 xe

xxxt )2)(12()( 
 ，

x 1(0, )
2

1
2

1( ,2)
2

2 (2, )
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( )f x  0  0 

( )f x 单调递减 极小 单调递增 极大 单调递减

根据上表可知，由于 1)0( h ， 17)2()( 2max 
e

hxh ，故 0x  时， 2( ) 1 xf x e x   ．

23．【解析】（1） 0a  时， ( ) 1xf x e x   ， ( ) 1xf x e   ，当 ( ,0)x  时， ( ) 0f x  ；

当 (0, )x  时， ( ) 0f x  ，故在单调递减，在单调递增， ( ) (0) 0minf x f  ， ( ) 0f x �

（2） ( ) 1 2xf x e ax    ，令 ( ) 1 2xh x e ax   ，则 ( ) 2xh x e a   ．

①当 2 1a� 时，在[0， ) 上， ( ) 0h x � ， ( )h x 递增， ( ) (0)h x h� ，即 ( ) (0) 0f x f  � ， ( )f x 在 [0， ) 为

增函数， ( ) (0) 0f x f � ，
1
2

a� 时满足条件；

②当 2 1a  时，令 ( ) 0h x  ，解得 2x ln a ，当 [0x ， 2 )ln a 上， ( ) 0h x  ， ( )h x 单调递减，

(0, 2 )x ln a  时，有 ( ) (0) 0h x h  ，即 ( ) (0) 0f x f   ， ( )f x 在区间 (0, 2 )ln a 为减函数，

( ) (0) 0f x f   ，不合题意，综上得实数 a的取值范围为
1( , ]
2

 ；

（3）由（2）得，当
1
2

a  时， 0x  ，
2

1
2

x xe x   ，即
2

1
2

x xe x   ，欲证不等式 2( 1) ( 1)xe ln x x   ，

只需证
2( 1)
2
xln x

x
 


，设

2( ) ( 1)
2
xF x ln x

x
  


，则

2

2( )
( 1)( 2)

xF x
x x

 
 

， 0x  时， ( ) 0F x  恒成立，

且 (0) 0F  ， ( ) 0F x  恒成立．所以原不等式得证．

专题 4 三次函数的图象和性质

选择答案

1 5 : 6 10 : 11 15 : 16 20 :ADAAC CBBBA AB CC DABCC   
21 25 : 26 30 : 31 35 : 36 39 :ADCBD CBACB ADCCB ADCD   

填空题答案：

1. (0,1) 2. 9 3. ( 1, )  4. 2 15. [ 1, ]
2

 6. ( 3, 1)  7. ( , 2)  8. (7, )

109.
3

c 


解答题答案：

1. 12a  . 解   2 4f x ax x   ，另   0f x  得 1 2, 0
4
ax x   ，画出四段论图像：因为  0 0f  ，易得

   min

61 2
3
af x f 

     ，得 12a  .
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2. 2 , 3a b  .

【解析】显然 0a  ，    2 23 12 3 4f x ax ax a x x     ，令   0f x  ，得 1 20 , 4x x  （舍去）

当 0a  ，画出四段论图像左得    max
0 3f x f b   ，    min

2 16 3 29f x f a      ，得 2a  ；

当 0a  ，画出四段论图像右得    min
0 29f x f b    ，    max

2 16 29 3f x f a     ，得 2a   ；

3.        11 , 2 , 1 2 +
12

b c     ，

【解析】  1 由题意得   23f x x x b    ，因为  f x 在定义域内单调递增，所以   0f x  恒成立，即

1 2 0b    ，解得
1
12

b  ；  2 由题意得 1x  为   23f x x x b    的一个根，设另一个根为 0x ，易得

0
2 2
3

x b   ， ，所以   23 2f x x x    ，画出四段论图像易得    max
2 2f x f c   ，即 2 2c c  ，解得

   , 1 2 ,c      .

4.【解析】（1） 导函数 ( )y f x 的图象如图所示，过点
1( ,0)
3

和 (1,0)．可得：
1
3

x  时， ( ) 0f x  ，此时函

数 ( )f x 单调递增；
1 1
3

x  时， ( ) 0f x  ，此时函数 ( )f x 单调递减； 1x  时， ( ) 0f x  ，此时函数 ( )f x 单

调递增．
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函数 ( )f x 的单调递减区间为
1( ,1)
3

，极大值点为
1
3
．故答案为：

1( ,1)
3

，
1
3
．

（2） 2( ) 3 2 1f x ax bx    ，由题意知，

1 1( ) 0;
3

2(1) 0.

af
bf

         

.

（3）由 ( )II 可得： 3 2( ) 2f x x x x c    ，由 ( )I 可得：
1
3
为极大值点，1为极小值点． ( )f x 恰有两个零

点，
1 1 1 1( ) 2 0
3 27 9 3

f c      ，或 f （1） 1 2 1 0c     ，
4
27

c   或 0．

5.【解析】（1）由 3 2( ) 3 2g x x x   ，得 2( ) 3 6 3 ( 2)g x x x x x     ，令 ( ) 0g x  ，得 0 2x  ，即 ( )g x 的

递减区间为 (0,2)．又 ( )g x 在区间 (0, )m 上递减， (0 ， ) (0m  ， 2)， 0 2m  � ，

（2）由 ( ) 0g x  得 2x  或 0x  ，即 ( )g x 在 (， 0]上递增，在 [0， 2]上递减，在 [2， ) 上递增，即

当 0x  时取得极大值，极大值为 (0) 2f  ，当 2x  时，取得极小值，极小值为  2 2f   ，令 ( ) 2g x  ，解

得 0x  或 3x  ，若函数 ( )g x 在区间 (， ]n 上的最大值为 2，结合图象观察，得 [0n ，3]，即实数 n的

取值范围是 [0， 3]．

6．【解析】（1）当 6a  ，且 0x  时， 3 21 5( ) 6 1
3 2

f x x x x    ，所以 2( ) 5 6 ( 2)( 3)f x x x x x       ，

令 ( ) 0f x  ，得 2x  ，或 3x  ；当 x变化时， ( )f x ， ( )f x 的变化情况如下表：

x (0,2) 2 (2,3) 3 (3, )

( )f x  0  0 

( )f x  极大值  极小值 

所以 ( )f x 在 (0, ) 上的单调递增区间是 (0,2)， (3, ) ，单调递减区间是 (2,3)；

（2）当 0a  时，若 0x  ，则 3 21 5( ) 1
3 2

f x x x ax    ，所以 2( ) 5 ( 5)f x x x a x x a       ；因为 0x  ，

0a  ，所以 ( ) 0f x  ；若 0x  ，则 3 21 5( ) 1
3 2

f x x x ax    ，所以 2( ) 5f x x x a    ；令 ( ) 0f x  ，

△ 25 4 0a   ，所以有两个不相等的实根 1x ， 2x ，且 1 2 0x x  ；不妨设 2 0x  ，所以当 x变化时， ( )f x ，
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( )f x 的变化情况如下表：

x ( ,0) 0
2(0, )x 2x 2(x ， )

( )f x  无定义  0 

( )f x  极大值  极小值 

因为函数 ( )f x 图象是连续不断的，所以当 0a  时， ( )f x 即存在极大值又有极小值．

7．【解析】（1）根据题意，函数 3 2( ) 2 3 1f x x ax   ，其定义域为 R，当 0a  时， 3( ) 2 1f x x  ，其导数

2( ) 6f x x  ，又由 f （1） 6 ， f （1） 3 ，则 ( )f x 在点 (1， f （1） )的切线方程为 3 6( 1)y x   ，即

6 3 0x y   ；

（2）根据题意，函数 3 2( ) 2 3 1f x x ax   ，其导数 2( ) 6 6 6 ( )f x x ax x x a     ，分 3种情况讨论：

①，当 0a  时， 2( ) 6 0f x x  � ，则 ( )f x 在 ( , )  上为增函数；

②，当 0a  时，若 ( ) 6 ( ) 0f x x x a    ，解可得 x a  或 0x  ，则 ( )f x 的递增区间为 ( , )a  和 (0, ) ，

递减区间为 ( ,0)a ；

③，当 0a  时，若 ( ) 6 ( ) 0f x x x a    ，解可得 0x  或 x a  ，则 ( )f x 的递增区间为 ( ,0) 和 ( , )a  ，

递减区间为 (0, )a ；

综上可得：当 0a  时， ( )f x 在 ( , )  上为增函数；

当 0a  时， ( )f x 的递增区间为 ( , )a  和 (0, ) ，递减区间为 ( ,0)a ；

当 0a  时， ( )f x 的递增区间为 ( ,0) 和 ( , )a  ，递减区间为 (0, )a ；

（3）根据题意，分 3种情况讨论：

①，当 0a � 时，有 0a� ， ( )f x 在 [0， 2]上递增，此时 ( )f x 在区间 [0， 2]上的最小值为 (0) 1f  ，

②，当 0 2a   时，即 2 0a   时， ( )f x 在 [0， ]a 上递减，在 ( , 2)a 上递增，此时 ( )f x 在区间[0，2]

上的最小值为 2( ) 1f a a   ，

③，当 2a � 时，即 2a � 时， ( )f x 在[0，2]上递减，此时 ( )f x 在区间 [0，2]上的最小值为 f（2） 17 12a  ，

综合可得：当 0a� 时， ( )f x 的最小值为 (0) 1f  ，

当 2 0a   时， ( )f x 的最小值为 2( ) 1f a a   ，

当 2a � 时， ( )f x 的最小值为 f （2） 17 12a  ．

8.【解析】（1） 2( ) 6 12f x x x   ，则 26 12 6x x   ，所以， 1x  ，当 1x  ， 3y   ，所以 3 6 1 m     ，
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解得 3m  ．（2） 3 2( ) 2 1(f x x ax a R    ， (0, ))x  由 2( ) 6 2 2 (3 ) 0f x x ax x x a      ，得到 1 0x  ，

2 3
ax  ，当 0a� 时， ( ) 2 (3 ) 0f x x x a    在区间 (0, ) 上恒成立，即函数 ( )f x 在区间 (0, ) 上单调递增，

又因为函数 ( )f x 的图象过点 (0,1)，即 (0) 1 0f   ，所以函数 ( )f x 在 (0, ) 内没有零点，不合题意，当 0a 

时，由 ( ) 0f x  得
3
ax  ，即函数 ( )f x 在区间 (

3
a
， ) 上单调递增，由 ( ) 0f x  得 0

3
ax  ，即函数 ( )f x

在区间在 (0, )
3
a

上单调递减，且过点 (0,1)，要使函数 ( )f x 在 (0, ) 内有且只有一个零点，则须 ( ) 0
3
af  ，

即
3 32 1 0

27 9
a a

   ，解得 3a  ，综上可得函数 ( )f x 在 (0, ) 内有且只有一个零点时 3a  ，此时函数 ( )f x 的

单调递增区间为 ( ,0) ， (1, ) ，单调递减区间为 (0,1)

（4）当 0a  时，函数 ( )f x 在 ( ,0) ， (
3
a
， ) 上单调递增，在 (0, )

3
a

上单调递减，此时函数 ( )f x 有两个

极值点，极大值为 (0) 1f  ，极小值为
3

( ) 1
3 27
a af   ，且 ( 1) 1f a    ， f （1） 3 a  ．

①当 1
3
a� 即 3a� 时， ( )f x 在 ( 1,0) 上单调递增，在 (0,1)上单调递减， ( ) (0) 1maxf x f  ，又 ( 1) 1f a    ，

f （1） 3 a  ，即 ( 1)f f  （1）， ( ) 1minf x a   ，所以1 ( 1 ) 1a    ，解得 1a   （舍 )．

②当 1
3
a
 即 0 3a  时， ( )f x 在 ( 1,0) 上单调递增，在 (0, )

3
a

上单调递减，在 ( ,1)
3
a

上单调递增

( 1) 1 0f a     ，即
3

( ) 1 0
3 27
a af    ，所以 ( ) 1minf x a   ．若 (0)f f （1） 2 0a  � ，即 2 3a � 时，

( ) (0) 1maxf x f  ，所以1 ( 1 ) 1a    ，解得 1a   （舍 )．若 (0)f f （1） 2 0a   ，即 0 2a  时，

( )maxf x f （1） 3 a  ，所以 (3 ) ( 1 ) 1a a     ，解得
1
2

a  ．综上，
1
2

a  ．

8．【解析】（1）函数 31 1( )
3 2

f x x  的导数为 2( )f x x  ，曲线 ( )y f x 在点
5(1, )
6

P 处的切线斜率为 1，可

得切线方程为
5 1
6

y x   即
1
6

y x  ，切线与 x轴和 y轴的交点为
1(
6
，0)， 1(0, )

6
 ，可得切线与 x轴和 y

轴围成的三角形面积为
1 1 1 1
2 6 6 72
   ；

（2） 31 1( )
3 2

f x x  ，则 2( )f x x  ，设切点为 31 1( , )
3 2

m m  ，则 2( )f m m  ．可得过切点处的切线方程为

3 21 1 ( )
3 2

y m m x m    ，把点 (2, )a 代入得 3 21 1 (2 )
3 2

a m m m    ，整理得 3 24 12 3 6 0m m a    ，若过

点 (2, )a 可作三条直线与曲线 ( )y f x 相切，则方程 3 24 12 3 6 0m m a    有三个不同根．令

3 2( ) 4 12 3g x x x   ，则 2( ) 12 24 12 ( 2)g x x x x x     ，当 (x ，0) (2 ， ) 时， ( ) 0g x  ；当 (0,2)x

时， ( ) 0g x  ，则 ( )g x 的单调增区间为 ( ,0) ， (2, ) ；单调减区间为 (0,2)．可得当 0x  时， ( )g x 有极
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大值为 (0) 3g   ；当 2x  时， ( )g x 有极小值为 g（2） 19  ．由 19 6 3a     ，得
1 19
2 6

a  ．

则实数 n的取值范围是
1(
2
，

19)
6

．

10.【解析】（1） 2( ) 3 6f x ax x   ，由已知 f （2） 12 12 0a   ，得 1a  ，经检验当 1a  时，满足题意，

故 1a  ．（2）由（1）可知 1a  ， f ’ ( ) 3 ( 2)x x x  ，当 0x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 递增；当 0 2x  时，

( ) 0f x  ， ( )f x 递减；当 2x  时， ( ) 0f x  ， ( )f x 递增；因此， ( )f x 极大值为 (0) 0f  ，极小值为 f （2）

4  ，又由 ( ) 0f x  得 0x  或 3x  ，由 ( ) 4f x   得 2x  或 1x   ，故m n 的最大值为 4．

11.【解析】（1） 2 2( ) 3 6 3( 1)f x x ax a     ．由题意得 f （1） 0 ，即 23 6 ( 1) 0a a   ，解得 0a  或 2a   ．当

0a  时， 2( ) 3 3f x x   ，当 1x   或 1x  时， ( ) 0f x  ；当 1 1x   时， ( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在 1x  处

取得极小值，满足题意．当 2a  时， 2( ) 3 12 9f x x x    ，当 1x  或 3x  时， ( ) 0f x  ；当1 3x  时，

( ) 0f x  ，所以 ( )f x 在 1x  处取得极大值，不满足题意．综上， 0a  ．

（2） 3 2( ) 3 3 5 ( 0)g x x ax x a a     ．所以 2( ) 3 6 3g x x ax    ，因为△ 236 36 0a   恒成立，所以 ( )g x 恒

有两个极值点．由题意可知 1x ， 2x 是 2( ) 3 6 3 0g x x ax     的两根，所以 1 2 2x x a  ， 1 2 1x x   ．由

1 2( ) ( ) 0g x g x � ，得 3 3 2 2
1 2 1 2 1 23 ( ) 3( ) 10 0x x a x x x x a      � ．即

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )[( ) 3 ] 3 [( ) 2 ] 3( ) 10 0x x x x x x a x x x x x x a         � ．将 1 2 2x x a  ， 1 2 1x x   代入整理的

3 0a a � ．因为 0a  ，所以 2 1 0a  � 解得 1a� ．所以 a的最小值 1．

专题 6 同构式下的函数体系

1．【解析】由   ln xf x x x a e    ，得   1 ln 0xf x x a e      有两解，构造   1xg x e x  ，易得  g x 在

 0 ,    ，又 ln 1x x  ，得    ln 1g x g x  ，即 1 ln 1xe x x x     ，解得
10 a
e

  ，选 A．

2．【解析】由题意得   1 1 1 1 1ln lnf x x
x x x x x

      ，令
1 t
x
 ，则   lnf x t t t   ，   lnf x t   ，由图像易

得选 B．

3．【解析】因为  
xef x
x

 在  , 0 和  0, 1 上单调递减，在  1 ,   上单调递增，所以
2 2

( ) 2
2

x xe ef x
x x

  

在  , 0 上单调递减，选 B．

4．【解析】由
1ln2 2 2

0 0
ln 1 1 1 12 ln 0 2 ln ln 2 ln 2 +ln =0x x xxx e x xe e x x x
x x x x x

+ = Þ = - = = Þ = Þ ．
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5．【解析】ln ln ln lnmb mb mba me b a mbe b a a a mbe      ，同构 ln mxx x mxe ，令   xf x xe ，

即    lnf x f mx ，得
max

ln 1ln xx mx m
x e

     
 

．选 A．

6．【解析】 2log
2 2 2 2log 2 0 log 2 log 2 2 log 2xkx kx kx kxx k x k x x kx x kx            � ，即

2 2
2

min

log loglog x ex kx k
x e

     
 

．

7．【解析】
2 2 lnln n0 2

2
lxx xlnxe xe x x e x 


   � ，即 2 lnx xl ³ 恒成立，

max

ln 1
2 2
x
x e

    
 

．

8．【解析】由题意得：      ln 1 3 3 3 3 1 ln 1x xm x x mx e e x mx m x           ，右边凑 1，

得            ln 13 1 1 ln 1 1 3 1 ln 1 1xx xe x m x x e x m e x              ，得 3m  ．（说明：定义域大

于零，所以  ln 1x x  ，即 3m  成立）．

9．【解析】由 1xe x  得
1
2 1

2
x
e x


  ，所以

1
22 2 1

x
e x


  ，即

2 2 1ex x
e
   ，所以

20 a
e

  （等号为

相切，故不取）．

10．【解析】（1）由题意得    ln 1
2

x
f x

x


  ，即    ln 1ln
2

x
x x

x


     ，令 x t  ，则  0 et ， ，只需

证
ln 1ln

2
tt t
t

   ，即
22 ln
1
t t

t



，当  0 , 1t 时明显成立，当 1t  时

2 1
1
t

t e



成立；

（2）由 ln 1x x  ，得  2 2ln 1e x e x   ，即 2ln 3x e x     2ln 3x e x      2 ln 3e x x    ，当且仅当

2x e  时等号成立，所以 2a e  ．

11．【解析】（1）略；

（2）构造    ln 1g x x x   ，易得  g x 在 1 0x   上 ，    0 0g x g  ，当 2a � ，

    ( ) ( ) ( 1) ln 1 2 ln 1f x x a ln x ax x x x x          ，得      2 ln 1 2f x x x x     ，即证

   2 ln 1 2 xx x x e       ，构造   xg x x e  ，易得在 1 0x   时，  g x ，又因为  ln 1x x  ，所以

   ln 1g x g x      ，即    ln 1ln 1 xxx e x e       ，得
 ln 1

2 2
1

x x
x e

x
 

   
 ，又

   2 2 ln 1xx e x x      ，所以只需证
2 2
1

x
x


 


，即 2 0x x  ，显然成立，得证．

12．【解析】（1）略；（2）因为  lnxe x ex ex   ，当且仅当 1x  时等号成立，所以  ln 1 1xe x e x    ，

又 1 lnxe bx x   ，所以 ln 1xe x bx    ，要使方程有两个实根，则 1b e   ，即 1b e  ．
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13．【解析】（1）因为
1 lnx x
e

 ，所以 2 21 lnx x
e

 ，当且仅当 x e 取等号，得 21 ln
2
x x

e
 ，由题意

2ln lnxax ax x
x

   ，所以
1
2

a
e

 ；

（2）因为 1 lnx x  ，所以 2 1 2lnx x  ，当且仅当 1x  时等号成立，得  21 1 ln
2
x x  (在 1x  处相切)，

依题意 ( ) lnxf x ax
x

  与 a相切等价于  2a x x 与 ln x相切，得 1a 
．

14．【解析】（1）略；

（2）由题意得 22 1( n) 1 l xx xf e x xx x e     ，即证
22 1 1x

x x
e
 

 ，令  
22 1

x

x xg x
e
 

 ，即证

  1g x  ，得  
 22 3 2

0x

x x
g x

e

  
   ，所以  g x ，所以    0 1g x g  ，得证．

15．【解析】（1）略；（2）由题意得
2

2 2
2

1 1 ln( ) ln 2ln 1
2 2

xkf x x k x x k x x k
x

          ，构造  
2

2

ln xg x
x

 ，

易得     1, 0 0 ,g x
e

     
 

，所以 0 k e  ．

16．【解析】（1）略；（2）由题意得    lnln lnx x xx e a x x e a x x      ，因为 xe ex 得  ln lnx xe e x x   ，

当且仅当 1x  时等号成立，所以等价于证明    ln lne x x a x x   ，即 a e ．

17．【解析】（1）略；（2）由题意得      lnln lnx x xf x x e a x x e a x x       ，令 ln x x t  ，得

    tf x g t e at   ，   tg t e a   ，得    0 lng t a a     ，所以

      min

1 1ln ln 1 ln 1f x m g a a a a a a
a a

                 
，所以 1m� ．

18．【解析】（1）略；（2）由题意得  ln 1 + 0xxe a x x e    ，令 lnt x x  ，得  1 0te a t e    ，又 te et ，

所以  1et e a t   得 a e ．

19．【解析】（2）由题意得    ln
xef x a x x
x

   ，即    ln lnx xf x e a x x   ，令  ln 1x x t t   ，则

  tf x e at  ，令    1tg t e at t   ，则   tg t e a   ，当 a e 时，    0g t g t  ， ，即    1g t g e a   ；

当 a e ，令   0g t  ，得 lnt a ，    min
ln lng t g a a a a   ．

20．【解析】由题意得   ln x af x
x


 ，   2 2xg x e  ，     2ln 2xx af x g x e
x


    ，即 ln 2ln 2x xx a e x   ，

即 ln 2 2 ln 1x xe x x    （当且仅当 ln 2 0x x  ）， 1a  ．

21．【解析】（2）由题意得  1xxe f x m   即  lnx1 ln ln 1 2x xxe x x m e x a         （ ln 0x x  时
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取等），所以  2m ， ．

22．【解析】（ 2）由题意得 ln 1xxe ax a x   ，        ln ln 1 ln 1 1x xf x e a x x a x x        ，即

  1 ln 0a x x   （ 1a  时取等），令      1 1tf x g t e at     ，接下来分类讨论说明单调性．

23．【解析】（2）由题意得    ln lnx xf x e a x x   ，令 lnt x x  ，     tf x g t e at   ，接下来分类讨论

说明单调性．


