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专题 6 极点与极线探秘

第一讲 极点和极线的定义及极点与极线的作图

作为射线几何学的奠基人之一的法国数学家笛沙格（G．Desargues，1591-1661），他于 1639 年在《椭

圆曲线论稿》中正式阐述了极点与极线的定义．

一 极点和极线的定义（代数定义）

已知圆锥曲线 02222  FEyDxCyAx： ，则称点 ）（ 00 , yxP 和直线 0000 ()( yExxDyCyxAxl ：

0)  Fy 是圆锥曲线的一对极点和极线．

以上代数定义表面，在圆锥曲线方程中，以 xx0 替换 2x ，以
2

0 xx 
替换 x（另一变量 y也是如此），即可得

到点 ),( 00 yxP 的极线方程．

特别的：

（1）对于椭圆  ba
b
y

a
x

 12
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2

2
，与点 ),( 00 yxP 对应的极线方程为 12

0
2

0 
b
yy

a
xx

；当 ),( 00 yxP 为其焦

点 )0,(cF 时，极线 12
0
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b
yy
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xx

变成
c
ax

2
 ，恰是椭圆的右准线．

（2）对于双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

，与点 ),( 00 yxP 对应的极线方程为 12
0

2
0 

b
yy

a
xx

；当 ),( 00 yxP 为其焦点

)0,(cF 时，极线 12
0

2
0 

b
yy

a
xx

变成
c
ax

2
 ，恰是双曲线的右准线．

（3）对于抛物线 22pxy  ，与点 ),( 00 yxP 对应的极线方程为 )( 00 xxpyy  ．当 ),( 00 yxP 为其焦点

)0,
2

( pF 时，极线 )( 00 xxpyy  变为
2
px  ，恰为抛物线的准线．

二 极点与极线的作图（几何意义）

如图 1，P是不在圆锥曲线上的点，过点 P引两条割线依次交圆锥曲线与四点 HGFE ，，， ，连接 FGEH，

交于点 N，连接 FHEG， 交于点M ，则直线MN 为点 P对应的极线．

图 1 图 2

如图 2，同理可知 PM 为点 N对应的极线， PN 是点M 对应的极线．△MNP称为自极三点形．若连接MN

交圆锥曲线与点 BA， ，则 PBPA， 恰为圆锥曲线的两条切线．

第二讲 极点与极线的性质

定理 1 （1）当点 P在圆锥曲线上时，其极线时曲线在点 P点处的切线；

（2）当点 P在外时，其极线 l时曲线从点 P所引两条切线的切点所确定的直线（即切点弦所在的直线）；
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（3）当点 P在内时，其极线 l时曲线过点 P的任一割线两端点处的切线交点的轨迹．

证明（1）假设同以上代数定义，对： 0)(2)(2 0000  FyyExxDyCyxAx 的方程，两边对 x求导

得 02222  yEDycyAx ，解得
ECx
DAxy




 ，于是曲线在 P点处的切线斜率
ECy
DAxk




 ，故切线 l

的为 )( 0
0

0
0 xx

ECy
DAxyy 




 ，化简得， 000
2
0

2
000  EyDxEyDxCyAxyCyxAx ，又点 ),( 00 yxP

在曲线上，故有 022 00
2
0

2
0  FEyDxCyAx ，从中解出 2

0
2
0 CyAx  ，然后代入前式可得曲线在 P点

处的切线 l的方程为 0)()( 0000  FyyExxDyCyxAx ．

根据代数定义，此方程恰为点 ),( 00 yxP 的极线方程．

（2）设过点 P所作的两条切线的切点分别为 )( 2211 yxNyxM ，），，（ ，如图 2，则由（1）知，在点 NM，

处的切线方程分别为 0)()( 1111  FyyExxDyCyxAx 和 0)()( 2222  FyyExxDyCyxAx ，

又点 P在切线上，所以有

0)()( 10101010  FyyExxDyCyxAx ， 0)()( 20202020  FyyExxDyCyxAx ，

观察这两个式子，可发现点 )( 2211 yxNyxM ，），，（ 都在直线 0)()( 0000  FyyExxDyCyxAx 上，

又两点确定一条直线，故切点弦MN 所在的直线方程为 0)()( 0000  FyyExxDyCyxAx ．根据代

数定义，此方程恰为点 P对应的极线方程．

图 3 图 4 图 5
（3）设曲线经过 ),( 00 yxP 点的弦的两端分别为 )( 2211 yxTyxS ，），，（ ,如图 3，则由（1）知，曲线在这

两处的切线方程 0)()( 1111  FyyExxDyCyxAx ， 0)()( 2222  FyyExxDyCyxAx ，

设两切线的交点为 )( nmQ ， ，则有 0)()( 1111  FnyEmxDnCymAx ，

0)()( 2222  FnyEmxDnCymAx ，

观察这两个式子，可发现点 )( 2211 yxTyxS ，），，（ 都在直线 0)()(  FnyEmxDCynAxm 上，又

两点确定一条直线，故直线 ST的方程为 0)()( 1111  FnyEmxDnCymAx ．

又直线 ST 过点 ),( 00 yxP ，所以 0)()( 0000  FnyEmxDnCymAx 这意味着点 )( nmQ ， 在直线

0)()( 0000  FnyEmxDnCymAx ．

所以，两切线的交点的轨迹方程式 0)()( 0000  FyyExxDyCyxAx ．

根据上述几何定义个性质可知，当曲线为圆或椭圆时，若极点在曲线外，则极线与曲线相交有两个共同点；

若极点在曲线内，则极线与曲线相离没有公共点；若极线与曲线相交，则极点在曲线外；若极线与曲线相

离，则极点在曲线内．

若过极线 l上一点Q可作的两条切线， NM， 为切点，则直线MN 必过极点 P．

定理 2（配极原则）点 P关于圆锥曲线 的极线 p过点 Q 点Q关于的极线 q经过点 P ;
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直线 p关于的极点 P在直线 q上直线 q关于的极点Q在直线 p．

由此可知，共线点的极线必共点；共点线的极点必共线．

定理 3 如图 4，设点 P关于圆锥曲线 的极线为 l，过点 P任作一割线交 于 BA， 两点，交 l于点Q，则

QB
QA

PB
PA

 ①．反之，若①式成立，则称点 QP， 调和分割线段 AB，或称点 P与点Q关于调和共轭．

点 P关于圆锥曲线的调和共轭点的轨迹是一条直线，这条直线就是点 P的极线．

定理 2 和定理 3 的证明，在高等解析几何教材中都能找到，在此均省略．

定理 4:如图 5，设圆锥曲线的一个焦点为 F ，与 F 相应的准线为 l．
（1）若过点 F 的直线与圆锥曲线相交于 NM , 两点，则在 NM , 两点处的切线的交点Q在准线 l上，

且 MNFQ  ;

（2）若过准线 l上一点Q作圆锥曲线 的两条切线，切点分别为 NM , ，则直线MN 过焦点 F ，且

MNFQ  ；

（3）若过焦点 F 的直线与圆锥曲线  相交于 NM , 两点，过 F 作 MNFQ  交准线 l于Q，则连线

QNQM , 是圆锥曲线的两条切线．

注意：极点与极线一般在小题中直接用很爽，但是在大题中，由于不在中学的课本范围内，基本上都无法

直接使用，那么解答题中我们只给出思路，很多书写过程还是参考之后提到的切线部分的阿基米德三角形

写法，曲线系写法或者定比点差写法．

考点 1 求切线和切点弦方程问题

【例 1】（2013•山东）过点 ），（ 13 作圆 1)1( 222  yx 的两条切线，切点分别为 A、 B则直线 AB的方程为

（ ）

A． 032  yx B． 032  yx C． 034  yx D． 034  yx

【解析】切点弦 AB所在的直线就是点 ），（ 13 对应的极线，其方程为    11113  yx ，化简即得

032  yx ．故选 A．

【例 2】（2019•武汉模拟）过椭圆 1
925

22


yx
内一点 )2,3(M ，做直线 AB与椭圆交于点 BA， ，作直线CD

与椭圆交于点 DC， ，过 BA， 分别作椭圆的切线交于点 P，过 DC， 分别作椭圆的切线交于点Q，求 PQ所

在的直线方程．

【解析】本题实质就是求椭圆 1
925

22


yx
内一点 )2,3(M 对应的极线方程，结果为 1

9
2

25
3


yx

．

考点 2 讨论直线与圆锥曲线的位置关系

【例 3】（2010•湖北）已知椭圆 :C 1
2

2
2

 yx
的两个焦点 21 FF， ，点 ),( 00 yxP 满足 1

2
0 2

0

2
0  yx

，则

21 PFPF  的取值范围为 ，直线 1
2 0
0  yyxx

与椭圆C的公共点个数是 ．

【解析】由 1
2

0 2
0

2
0  yx

知点 P 在椭圆内且不是中心，由椭圆定义得 aPFPFFF 22121  ，即

222 21  PFPF ．由题意知，点 ),( 00 yxP 和直线 1
2 0
0  yyxx

恰好是椭圆的一对极点和极线，因为点 P

在椭圆内，所以极线与椭圆相离，故极线与椭圆公共点的个数为零．
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【例 4】（2009•安徽）已知点 ),( 00 yxP 在椭圆 ）（ 012

2

2

2
 ba

b
y

a
x

，  sincos 00 byax  ， ，
2

0   ，

直线 2l 与直线 1: 2
0

2

0
1 

b
yy

a
xxl 垂直，O为坐标原点，直线OP的倾斜角为 ，直线 2l 的倾斜角为  ．证明：

点 P是椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x

与直线 1l 的唯一交点．

【方法】显然点 ),( 00 yxP 与直线 1l 是椭圆的一对极点极线，易知点 ),( 00 yxP 在椭圆上所以直线 1l 与椭圆相

切与点 P，即点 P是椭圆 1: 2
0

2

0
1 

b
yy

a
xxl 与直线 1l 唯一交点．

考点 3 探究最值问题

【例 5】（2018•云南月考）已知椭圆C的方程为 1
4

2
2

 yx
，过直线 4: xl 上任意一点Q，作椭圆C的两

条切线，切点分别为 BA， ，则原点到直线 AB距离的最大值为 ．

【解析】由题设，切点弦 AB 是点Q对应的极线，设点 Q 的坐标为  0,4 y ，则可知直线 AB 的方程为

1
34

4 0 
yyx

，即 1
3
0 
yy

x ，显然直线 AB过焦点  0,1 ，所以原点到直线 AB的距离的最大值为 1．

【例 6】（2017•清华领军计划第 27 题）已知椭圆方程为 1
4

2
2

 yx
， P为其右准线上一点，过点 P向椭圆

作切线，切点分别为 BA， ，椭圆的左焦点 F ．则（ ）

A． AB 的最小值为 1 B． AB 的最小值为 3
C． FAB△ 的周长为定值 D． FAB△ 的面积为定值

【解析】首先，注意到点 P为其右准线上一点，则点 P对应的极线（即切线 PBPA, ）经过右焦点，且点弦 AB

的 最 小 值 为 通 经 12
2

2


a
b

． 设 椭 圆 的 右 焦 点 为 F  ， 根 据 椭 圆 定 义 ， 可 知 FAB△ 的 周 长 为

84  aFBBFFAAF 为定值．故选 A，C．

考点 4 证明直线过定点

【例 7】（2018•河南预赛）在直线 3x 上任取一点 P，过点 P向圆 4)2( 22  yx 作两条切线，切点分别

为 BA， ，则直线 AB经过一个定点，该定点的坐标为_____ ．

【解析】设点 P的坐标为  t,3 ，因为点 P对应的极线为直线 AB，其方程为    4223  ytx ，整理得

  0232  yxty ）（ ，令 023,02  yxy ，可见直线 AB过定点 ）（ 2,
3
4

．

【例 8】（2017•广东预赛）设直线 bxyl : 与椭圆 1
925

:
22


yxC 不相交．过直线 l上点 P作椭圆C的切线

PNPM , ，切点分别 NM， ，连接MN ．当点 P在直线 l上运动时，证明：直线MN 恒过定点Q．

【解析】设点  00 , yxP ，则点 P对应的极线为直线MN ，其方程为 1
925
00 
yyxx

①．当点 P在直线 l上运动

时，可理解为 0x 取遍一切实数，相应的 0y 为 bxy  00 ．代入①式消去 0y 的
 

01
925

00 



ybxxx

．②
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②式对一切 Rx 0 恒成立，变形可得 01
99250 






 






  ybyxx ，对一切 Rx 0 恒成立．















01
9

0
925

yb

yx

，















b
y

b
x

9

25

【例 9】（2018•十校联考）已知椭圆 ）（： 012

2

2

2
 ba

b
y

a
xC 的长轴长为 4，离心率为

2
1
，点 P是椭圆上异

于顶点的任意一点，过点 P做椭圆的切线 l，交 y轴于点 A，直线 l过点 P且垂直于 l，交 y轴于点 B．

（1）求椭圆的方程；

（2）试判断以 AB为直径的圆能否过定点？若能，求出定点坐标；若不能，请说明理由．

【解析】（1）因为 42 a ，
2
1


a
c

，所以 3,1,2  bca ，所以椭圆的方程为 1
34

22


yx
．

（2）设点 )0,0)(,( 0000  yxyxp ，则直线 l的方程为 1
34
00 
yyxx

，所以点 A的坐标为 )3,0(
0y

．

又直线 l的方程为 )(
3
4

0
0

0
0 xx

x
yyy  ，令 0x ，得点 B坐标为 )

3
,0( 0y ，所以以 AB为直径的圆的方程为

0)
3

()3( 0

0


yy
y

yxx ，整理得 0)
3

()3
3

( 0

0

022 
yy

y
yyx ，令 0y ，得 1x ，所以以 AB为直

径的圆恒过定点 )0,1( 和 )0,1( ．

考点 5 证明动点在定直线上

【例 10】（2015•一模）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    与 y轴的交点为 A， B（点 A位于点 B的上方），

F 为左焦点，原点O到直线 FA的距离为
2

2
b．

（1）求椭圆C 的离心率；

（2）设 2b  ，直线 4y kx  与椭圆C交于不同的两点M ，N，求证：直线 BM 与直线 AN 的交点G在定

直线上．

【解析】（1）由题意设 F的坐标为 ( ,0)c ，依题意有
2

2
bc ab ，椭圆C的离心率

2
2

ce
a

  ．

（2）若 2b  ，由（1）得 2 2a  ，椭圆方程为
2 2

1
8 4
x y

  ．设直线MN（即直线 4 kxy ）与直线 AB

（ y轴）的交点为  4,0S ，直线 AM 与直线 BN 的交点为 R，则 SRG ，， 构成椭圆C的自极三点形，点G一

定在点  4,0S 对应的极线GR上，其方程为 1
4

4
8

0





 yx
，即 1y ，就是说直线 BM 与直线 AN 的交点G

在定直线上．

【例 11】（2018•太原模拟）已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的左、右顶点分别为 1A， 2A ，右焦点为 2 (1,0)F ，

点
3(1 , )
2

B 在椭圆C上．
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（1）求椭圆方程；

（2）若直线 : ( 4)( 0)l y k x k   与椭圆C交于M ， N两点，已知直线 1AM 与 2A N 相交于点G，证明：点

G在定直线上，并求出定直线的方程．

【解析】（1） 2 (1 , 0)F ， 1c  ，由题目已知条件知

2 2

2 2

1
9

1 4 1

a b

a b

  


  


， 2, 3a b  ，椭圆的方程为：
2 2

1
4 3
x y

  ；

（2）法一：由椭圆对称性知G在 0x x 上，假设直线 l过椭圆上顶点，则 (0, 3)M ，


3 8 3 3, ( , )

4 5 5
k N  ，

1 2

3 3 3: ( 2), : ( 2)
2 2A M A Nl y x l y x     ，

3 3(1, )
2

G ，所以G在定直线 1x  上．

当M 不在椭圆顶点时，设 1(M x ， 1)y ， 2(N x ， 2 )y ， 2 2

( 4)

1
4 3

y k x
x y
 




 

，整理得 2 2 2 2(3 4 ) 32 64 12 0k x k x k     ，

所以
2 2

1 2 1 22 2

32 64 12,
3 4 3 4

k kx x x x
k k




  
 

，
1 2

1 2

1 2

: ( 2), : ( 2)
2 2A M A N

y yl y x l y x
x x

   
 

，

当 1x  时， 1 2

1 2

3
2 2

y y
x x




 
，得 1 2 1 22 5( ) 8 0x x x x    ，所以

2 2 2

2 2 2

64 12 32 8(3 4 )2 5 0
3 4 3 4 3 4
k k k
k k k
 

  
  

，显然成

立，所以G在定直线 1x  上．

法二：曲线系法，设
1 1:  2A Ml x k y  ，

2 2:   2 A Nl x k y ， : ( 4)MNl y k x  ， : 0MNl y 

以 A1MA2N四点曲线系方程为
2

2

2

1[( 2)][( 2)] [ ] )1
3

4 (
4

x k y x k y uy y kx k x y       

xy的系数为 0， 1 2 0k k ku    ；y的系数为 0， 1 22 2 4 0k k ku   ；

1 1:  2A Ml x k y  ，
2 2:   2A Nl x k y  相加可以得到，2x= 1 2k y k y ，相减可以得到 1 2- - 4 0k y k y

联立可得 1x ，即点Q在定直线 1x 上．

注 由于直线 )0)(4(:  kxkyl 经过顶点 )04( ，P ，设直线 NA1 与 MA2 相交于点 H ，则直线GH 在点

)04( ，P 所对应的极线上，点 )04( ，P 对应的极线方程 1
3

0
4

4





yx
，即 1x 所一点G在顶点 1x  上．
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达标训练

1．（2018•兰州月考）过点 )4,3(P 作圆 422  yx 的两条切线，切点分别为 BA, ，则 AB所在直线的方程

为（ ）

A． 0743  yx B． 0443  yx C． 02543  yx D． 043  yx

2．（2018•蚌埠二模）已知  3,4A ，F 为椭圆 1
34

22


yx
的右焦点，过点 A的直线与椭圆在 x轴上方相切与

于点 B，则直线 BF 的斜率为（ ）

A．
2
1

 B．
3
2

 C．1 D．
3
4



3．（2014•辽宁）已知点 )3,2(A 在抛物线 pxyC 22 ： 的准线上，过点 A的直线与C在第一象限相切与点 B，

记C得焦点 F ，则直线 BF 的斜率为（ ）

A．
2
1 B．

3
2 C．

4
3 D．

3
4

4．（2014•内蒙古自治区预赛）若过点 )3,1(P 作圆 922  yx 的切线，则两点所在直线方程为_____ ．

5．（2018•深圳期末）对于抛物线 xyC 4: 2  ，我们称满足 0
2
0 4xy  的点 ）（ 00 , yx 在抛物线的内部，则直线

 00 2: xxyyl  与抛物线C（ ）

A．恰有 1 个公共点 B．恰有 2 个公共点

C．可能有 1 个公共也可能有 2 个公共点 D．没有公共点

6．（2018•甘肃预赛）已知点 P为 42  yx 上一动点．过点 P作椭圆 44 22  yx 的两条切线，切点分别 BA、 ，

当点 P运动时，直线 AB过定点，该定点的坐标是_____ ．

7．（2011•希望杯）从直线 1
48

: 
yxl 上的任意一点 P作圆 822  yxO： 的两条

切线，切点为 BA、 ，则弦 AB长度的最小值为 ．

8．（2017•广西预赛）已知抛物线 2

2
1: xyC  与直线 1:  kxyl 没有公共点．设

点 P为直线 l上的动点，过点 P作抛物线C的两条切线， BA， 为切点．证明：

直线 AB恒过定点Q．
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9．设椭圆方程为 1
2

2
2

 yx
，点 )

2
1,

2
1(M ，过M 点的动直线与椭圆交于点 BA、 ，点 BA、 处的切线交于

点 N．求证：点 N的轨迹为一条定直线．

10．（2011•福建卷）已知直线 :l y x m  ，m R ．

（1）若以点 (2,0)M 为圆心的圆与直线 l相切于点 P，且点 P在 y轴上，求该圆的方程；

（2）若直线 l关于 x轴对称的直线为 l，问直线 l与抛物线 2: 4C x y 是否相切？说明理由．

11．（2010•全国 1 卷）已知抛物线 2: 4C y x 的焦点为 F，过点 ( 1 , 0)K  的直线 l与C相交于 A、 B两点，

点 A关于 x轴的对称点为 D．证明：点 F 在直线 BD上.

12．（2010•江苏）在平面直角坐标系 xOy中，已知椭圆
2 2

1
9 5
x y

  的左、右顶点为 A、B，右焦点为 F ．设

过点 ( , )T t m 的直线TA、TB与椭圆分别交于点 1(M x , 1)y 、 2(N x , 2 )y ，其中 0m  ， 1 0y  ， 2 0y  ．

（1）设动点 P满足 2 2 4PF PB  ，求点 P的轨迹；

（2）设 1 2x  ， 2
1
3

x  ，求点T的坐标；

（3）设 9t  ，求证：直线MN 必过 x轴上的一定点（其坐标与m无关）．

http://www.ks5u.com/
http://www.ks5u.com/
http://www.ks5u.com/
http://www.ks5u.com/
http://www.ks5u.com/
http://www.ks5u.com/
http://www.ks5u.com/
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13．（2018•咸阳模拟）已知 )0,2(,)0,2( BA  ,点C是动点，且直线 AC和直线 BC的斜率之积为
4
3

 ．

（1）求动点C的轨迹方程；

（2）设至直线 l与（1）中轨迹相切于点 P ,与直线 4x 相较于点Q ,判断以 PQ为直径的圆是否过 x轴上一

定点.

14．凸四边形 ABCD的四个顶点都在椭圆 ）（： 012

2

2

2
 ba

b
y

a
xC 上，其中 BA, 是椭圆的左右顶点，设直线

CD与 x轴交于M ,对角线 AC 与 BD相交于点 N．若O为坐标原点，求证： 2aONOM  ．

15．（2011•四川）椭圆有两顶点 ( 1 , 0)A  、 (1 , 0)B ，过其焦点 (0 ,1)F 的直线 l与椭圆交于C、D两点，并与

x轴交于点 P．直线 AC 与直线 BD交于点Q．

（1）当
3| | 2
2

CD  时，求直线 l的方程；

（2）当点 P异于 A、 B两点时，求证：OP OQ
 
 为定值．
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16．（2009•浙江）已知抛物线 2: 2 ( 0)C x py p  上一点 ( , 4)A m 到其焦点的距离为
17
4
．

（1）求 p与m的值；

（2）设抛物线C 上一点 p的横坐标为 ( 0)t t  ，过 p的直线交C于另一点Q，交 x轴于M 点，过点Q作 PQ

的垂线交C于另一点 N．若MN 是C的切线，求 t的最小值．

17．（2018•深圳二模）已知实数 0P ,且过点 ),0( 2PM  的直线 l与曲线 pyxC 22 ： 交于 BA, 两点．

（1）设O为坐标原点，直线 OBOA, 的斜率分别为 21,kk ，若 121 kk ，求 p的值；

（2）设直线 21,MTMT 与曲线C分别相切于点 21,TT ，点 N为直线 21,TT 与弦 AB的交点，且

MNMBMNMA   , ,证明：

11

 为定值．

18．（2008•安徽）设椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    过点 ( 2 ,1)M ，且左焦点为 1( 2 , 0)F  ．

（1）求椭圆C 的方程；

（2）当过点 (4 ,1)P 的动直线 l与椭圆C相交于两不同点 A， B时，在线段 AB上取点Q，满足

| | | | | | | |AP QB AQ PB
   

  ，证明：点Q总在某定直线上．
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19．（2017•徐汇诊断） ,A B是椭圆
2

2: 1
2
xC y  长轴的两个端点， ,M N 是椭圆上与 ,A B均不重合的相异两

点，设直线 , ,AM BN AN的斜率分别是 1 2 3, ,k k k ．

（1）求 2 3k k 的值；

（2）若直线MN 过点
2 ,0

2
 
  
 

，求证： 1 3
1
6

k k   ；

（3）设直线MN 与 x轴的交点为 ( ,0)t ( t为常数且 0t  )，试探究直线 AM 与直线 BN 的交点Q是否落在某

条定直线上？若是，请求出该定直线的方程；若不是，请说明理由．

20．（2014•华约自主招生）已知椭圆 ）（： 012

2

2

2
 ba

b
y

a
xC 与圆 222 byx  ，过椭圆上一点M 作圆的两

条切线，切点分别为 QP , ，连结 PQ分别与 x轴， y轴交于点 E， F ，求 EOF△ 面积的最小值．


