
第 一 章 三 角 函 数

专题 1 三角函数图像与性质

第一讲 正弦函数 y  sin x与 y  Asin x  的图像性质关系

类比于研究  siny x 的性质，只需将 y Asin  x   中的 x  看成 y＝ sin x 中的 x，但在求

y Asin  x  的单调区间时，要特别注意 A 和ω的符号，通过诱导公式先将ω化为正数．研究函数

y Acos  x ， y Atan  x  的性质的方法与其类似，也是类比、转化．

【例 1】函数 2sy i n
6

3

 x

 

， xÎR的最小正周期是（ ）

A．
3

p
B．

2

3

p
C．

3

2

p
D．

【解析】
2 2

3
T

 


  ，故选 B.

【例 2】函数 f x 
3

tan  6
x

 

的最小正周期为（ ）

A． 3 B． 6 C．
3

p
D．

2

3

p

3【解析】T



   ，故选 A．

y  sin x y  Asin x  

周期 2

2

定义域 R R

最大值 1，当
2

2


x  k  取得
A，当



  
 2
2k

x 取得

最小值 -1，当
2

2
3

x  k  取得
-A，当



 
 2
2k  3

x 取得

单调增区间 



 

2
,2

2
2


k k












   








2

2
2 ,

k2k

单调减区间 



 

2

3
,2

2
2


k k












   








2
3

2
2 ,

k2k

对称轴
2


x  k 



  
 2
k

x

对称中心 k  ,0 





 k 

,0



【例 3】已知函数 sin
4

y A
 x  


（  0）的最小正周期为 ，则函数 f (x)的图象（ ）

A．关于直线
4

x
p

= 对称 B．关于直线
8

x
p

= 对称


C．关于点 ( , 0)

4
对称


D．关于点 ( , 0)

8
对称
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【解析】由函数 sin
4

y A x
   

 
 0  的最小正周期为π，可得

2
T

 


  求得ω=2， sin 2
4

y A x
   

 
．

由于当
2

2
8

k
x k

  


 
   时，函数 f（x）取得最大值为 1，故函数 f（x）的图象关于直线

8
x


 对称，

故选 B．

【例 4】设函数    sinf x A x   （ 0A ， 0 ，
2 2

    ）的图象关于直线
2

3
x

p
= 对称，它的最

小正周期为 ，则（ ）

A． )(xf 的图象过点
1

0,
2

 
 
 

B． )(xf 在
2
,

12 3

  
  

上是减函数

C． )(xf 的一个对称中心是
5

,0
12

 
 
 

D． )(xf 的一个对称中心是 ,0
6

 
 
 

【解析】由题意可得
2

T
 


  ，∴ 2  ，可得  siny A x   ．再由函数关于
2

3
x


 对称，故

2 2 2
3 2 6

k k
k

      


   
     ，取

6

  ，故函数 sin 2
6

y A x
   

 
．

根据公式

3
2 2

2 2,
k k

    

 

     
 
 
 

可求得函数的减区间为[
6

k
  ，

2

3
k

  ]，B错，由于 A不确定，

故选项 A不正确．对称中心为 ,0
k 

 

 
 

，即 , 0
2 12

k   
 

， 1k  时，选项 C正确．选项 D不正确．

【例 5】函数 2sin 2
6

y x
   

 
在 ,

2 2

    
上对称轴的条数为（ ）

A．1 B． 2 C．3 D． 0

【解析】 2sin 2
4

y x
   

 
，∵

2 2
x

 
   ，∴函数的对称轴为：  0

6
x k


  ，  1

3
x k


   

故选 B.

【例 6】函数 2sin(3 )
4

y x   的图象中两条相邻对称轴之间的距离是 ．

【解析】两条相邻对称轴之间有半个周期，即
1 2

2 2 3

T   
 

    ．

【例 7】同时具有以下性质：①最小正周期是 ；②图象关于直线
3

x
p

= 对称；③在 ,
6 3


  


上是增函数，

则这个函数是（ ）

A． y  sin
2 6

x   
 

B． y


cos 2 x
3

 
 


C． y sin 


2


6

x  



D． y  cos
62

x   


【解析】T

2

   求得ω=2，排除 A、D，在 B选项中，对称轴为直线  时，1 =
2 6 3


 k




当, k
k

x x
 



，

单调增区间为
2     2k

,
3 6

k
k k

 
    


   ，,
2

    
不能满足题意，C选项中对称轴为直线

2 +
32

k
x

+
   k 


 ，当 k  0，
3

x


 ，单增区间为
22

2,


 k  .,
33

k 
2

k
k

  
    

  
     
 
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【例 8】函数 y
 

sin 2 x
6 

的单调递增区间是（ ）

A．
6 3

2 ,k k2  k Z    


B．
63

k2 ,  2 k  kZ 5  
 

C．    k k Z k ,
36

  
 

D． ,
3 6

k  k k Z 5  
 

【解析】 y sin   2
6 6

  
sin 2x   x 


   

，根据题意，只需求出 y


sin 2 
6

x
 
 
 

的单调减区间即可.

【例 9】已知函数 y A x  A 0，   的一段图象如下图所示，求函数的解析式．

【解析】由图像可知，最大值为 2，最小值为-2，故 A  2图中已知的两点为 x1，

2x

故可联立方程组
2 2

8
3

3
43 2

8

  


  




 
 

 
 




 





； 2sin(2 
3

x

).

4
 y

9


x  时，取得最大值

1

2
，当

9

4
x  时，取得最小值

2

【例 10】已知函数 y Asin( x )在同一周期内，当


1
，则该函数的解析式是（ ）

A． 2sy i n(
1

)
63

x



1
sin(3 )

2 6
x


B． y 

C．
1

y  sin(3 )
62

x


 D．
1

y sin( )
62

3 x


【解析】由题意可知，最大值为
1

2
，最小值为

1

2
 ，故

1

2
A  ，已知的两点为 x1， x2 ，故可联立方程组

2 3
9

3
64 2

9

  


 


 
 


 

   





1
sin(3 )

62
x y


 选 B.

3

8



2

2

0
8




【例 11】已知函数 f x( )  2sin(2
6

x

) ，求 f x( )在 


0 ,

2

 

上的最大值和最小值．

【解析】 1

0

12
x

 



   ， 2
2

6
x

  



  ， 3

5

12
x

  



 ， 4

3
22
3

x

  



 ，

2
0 ,

 


2 6


6

0 ,
  2 

则区间 
包含 x ，最大值为 ，在 

单调递增，在 ,
6 2

  
 

单调递


减，由于递减区间宽度大于递增区间宽度，故最小值为 f ( ) 2 sin(

2 6

  )  1 （如

图）.

【例 12】若函数 f x( )  2sin( )
3

x  ，且 f (a) = -2， f (b) = 0，    的最小值是
2

p
，则 f (x)的单调递

增区间是（ ）

k ,
12 12

  k k ZA． 
5   

 
B．  k Z k ,

3 6
   k   
 

C．
33

k
2

  2 ,  2 k k Z   
 

D．
66

k
5

  2 ,  2 k k Z   
 



【解析】由题意可知，最大值为 2，最小值为2，已知的两点为 x1， x2，故可联立方程组

3

2 3
2

2
2

3

 



 




 



      1

 





： 2sin(
3

x y
5



)故单调增区间为 


2 ,2

66
 k k

 
 选




D.

【例 13】（1）若函数 f x( ) 3cos(x )对任意的 ( (
6 6

x 有,R f f
 

x)  x) ，则 )
6
(


f 等于（ ）

A．3 B．0 C．3 D．3

（2）若 f (x)  2cos(x ) m，对任意实数 t都有 )  f (t)
4

f (t 


，且 f ( )
8

p
= -1，则实数m的值为（ ）

A． 1 B． 3

定理： f a x  f b  x  f  x 关于直线
2

x 
a b

C． 3或1 D． 1或3

对称；f a x  f b x  f  x 关于点 ,0
2

a b 



对


称．

【解析】（1）由题意可得： f x( )关于直线
6

x


 对称；故 3f

6

 
   
 

，选 D.

（2）由题意可得： f x( )关于直线
8

x


 对称；故 2 1 3
8

f     m  m
 
 

，m1，选 C.

【例 14】设函数 f x Asin x     是常数， , 0 ．若 f x 在区间 , 1
3

1é ù
ê ú
ê úë û

上具有单调性，且

2
(1)

3
f (0)  

f    f


 
，则下列有关 f x 的命题正确的有 （请填上所有正确命题的序号）．

① ②f x 的最小周期为 2；
1

3
x = 是 f x的对称轴；
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③ f x在

1, 5

3


上具有单调性； ④

5

6
y f x  

 
 

为奇函数．

【解析】 f 0  2 1

3 3
 

f

 x 

 
为对称轴，

2 5
, 0

63
f
 

= 1 f  
 

   
为对称中心；故②正确，

5

6
f x   f 


x  




表示将 y f  x 向左移
5

6
个单位，即关于原点对称，故④正确，由于 y f  x 在区间

3

1
, 1

 
 

上


具有单调

性，故根据对称原理可得③正确；
1 2

23
5 6
6

 
  


  



 
 

 T   




 

 


，故①正确；答案为①②③.

第二讲 正弦函数的平移和伸缩变换

函数 y Asin( x )的图象可以通过下列两种方式得到：

1.     y 

1
横坐标缩短到原来的 倍

图象左移 sin(x )y sin x y  sin(x )

纵坐标伸长为原来的 A倍  y  Asin(x )

2.
图象左移

  
横坐标缩短到原来的 倍

   y 



sin(x)sin

1

xy y  sin(x )

纵坐标伸长为原来的 A倍  y  Asin(x )

关键：把握先移后缩和先缩后移的区别．类比可以得到： y Acos( x )， y A tan( x )的图像

定理： 1 2y Asin( x ) y Asin(  x ) 则平移单位为 1 2 


（注意平移方向）



【例 15】要得到 y cos(2x

) 的图象, 且使平移的距离最短, 则需将  cos2y x的图象向 方向

平移

4

个单位即可得到.

【解析】  2 ,此题为先缩后移，故需将  cos2y x的图象向右方向平移
8


个单位.

【例 16】将函数 f x  
sin 2x 

3
 
 


的图象经过怎样的平移所得图象关于点(

12


 , 0)中心对称（ ）

A．向右平移
12


B．向右平移

6


C．向左平移

12


D．向左平移

6



【解析】法一： f x  
sin 2x 

3
 
 
 

的对称中心横坐标为
2 6

x 
k  k 



  ，当 k=0时，
6

x


  ，故往右

移
12


个单位，即可所得图象关于点 , 0

12

 






中心对称.

法二：设往左平移了个单位后，即 f x( ) sin 
2 x  

3


 


 

的图象关于点 , 0
12


 






中心对称，根据题意可

得：
2

3
22 6 12

k
x

  


k
  

 
 ， k  0时，

12

   ，故往右移
12


个单位即可.

【例 17】（2019•天津）已知函数 f x( ) Asin(x )(A 0，   0， | |  )是奇函数，且 f x( )的最小正周
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期为 ，将 y f ( )x 的图象上所有点的横坐标伸长到原来的 2 倍（纵坐标不变），所得图象对应的函数为

，则 f
3
( ) （ ）g x( )．若 g


( )  2
4 8

A． 2 B．  2 C． 2 D．2

【解析】因为 f x 是奇函数，所以   ，又 f x 的最小正周期为 ，则
2

  ，得  ，则


f x   sin 2A x，将 y f  x 的图像上所有点的横坐标伸长到原来的 2倍（纵坐标不变），所得图像对应

的函数为 g x ，则 g x   Asin x，若 2
4

g
 
  
 

，则
2

sin 2 4 4 2
Ag A


 

 
 

，即 A  2，则

 
  8

3 2
2sin 2

8 4 2
f x   2sin 2x，则 f


2
  

2
3

s in 2
3




  
   

，故选 C.

【例 18】函数 2sin2y x  2cos 3x  的最大值是（ ）

A． -1 B．
1

2
C． -

1

2
D． -5

【解析】
2

cos

 x 

1
2sin 2x c os 2cos2 2 2x c os 1x  2  .

1

2 2 2
y 3x    

 
1
 


∴函数

2sin2y x  2cos 3x  的最大值是
2

-
1
．故选 C．

【例 19】若关于 x的方程 sin2 x a sin x 4 0 在区间 [0 , ]有两个不相等的实根，则实数 a的取值范围为

）（

A． a  4或 a  4 B． 5  a  4 C． a  5 D． a  4

【解析】∵ x [0 , ]，故 sin x  [0 , ]，设  sint x，则 t  [0，1]，则方程 sin2 x a sin x 4 0 等价为

2t a t 4 0 ．

当 t  0时，无解，当 t  0时，即 a
t  t
4 


 
， t0 ,1，根据对勾函数性质可得，函数 f t 

t
  t 

1 
 在



区间 0 ,1内单调递减，即 a  5，由于有两个不同的解，故 a  5时只有一解，故 a  5 .



【例 20】已知
24 

x 

，
 

，求函数 (siny x 1)(cos x 1) 的最大值和最小值.

【解析】 (siny x 1)(cos x 1) si n cx o s sx i n cox s 1x  ，令 sin x c os 2 sin
4

x

x t  


 




，
 4 2
x 

  


， ，

0 , 2故 t
 ，

2 1
sin xcos

2
x
t 

 ，即
22 1

 
t
 t  

1
1 t 21

+1
2 2 2 2

y f  t  t 
t 

， t
0 , 2 ，故函数的

最大值为 2   3 2 2

2
f


，最小值为

2
f 0   1 .

【例 21】函数 sin2y x  2cos x在区间
2

3
p , a

ùé
-ê
êë ûú

ú上的值域为[
4

-
1
，2]，则 的范围是（ ）

第 一 章 三 角 函 数

A．   ,
2 2

3 3
 
 3 3

B．   ,
2 2 


C． 


0 ,

2

3
  

D． 0 ,
2

3
 




【解析】  siny x  2cos  x cos2 2 x 2cos 1x  cos 1x 2  2，∵此函数在区间 ,
3


2  


上的值域为


1

 , 2
4



.

并且cos x能够取得最大值 1时，函数值为 2，∴  0，又
2

3
x


  时，函数值为

1

4
 ，

2

3
x


 时，函数值

为
1

4
 ，∴

2

3

 
3

0 ,
2 

，所以 的取值范围是  
；故选 C．

【例 22】求
sin x

[0,x  ] 
2 sin

y
x




值域．

【解析】
sin 2 sin 2 2x x

y
xx

 
  1 

2 sin 2 sin
， x[0 , ] ， sin x 0 ,1，故

2

2 sin x 3
 ,1
 2


，则

2 sin x

sin x
[0 ,x  ] y  值域为

3
0 ,

1 
  

.
2 sin x

【例 23】求函数 y 
sin x 1
cos x  2

的最大值和最小值．

【解析】法一：如图所示，
sin x 1
cos x  2

表示过点 2,1的直线与单位圆有交点时，直

线 的 斜 率 ， 令 直 线 方 程 为  y k  x1 2 ， 原 点 到 直 线 的 的 距 离 为

2

2

2 1 4
31 k k4 0

31k

k 
    0  k 


，故函数

cos x  2
sin x 1

y 的最大值为
4

3
，最小

值为 0.

法二：利用辅助角公式： sina x cb os x a2 2b sin x   计算，

2

2

1
2 sin 2 1

cos x  2 1

2 yx
y c osx y x y  x

y

sin 1
sin


   1y 1     1y 1   


，解得： 0

3
y 

4
.
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达标训练

1．（2019•新课标Ⅱ）若 1 4
x


 ， 2

3

4
x


 是函数 ( ) sin ( 0)f x x   两个相邻的极值点，则 （ ）

A．2 B．
3

2
C．1 D．

1

2

2．（2019•新课标Ⅱ）下列函数中，以
2


为周期且在区间 (

4


， )

2


单调递增的是（ ）

A． ( ) | cos2 |f x x B． ( ) | sin 2 |f x x C． ( ) cos | |f x x D． ( ) sin | |f x x

3．（2019•新课标Ⅲ）设函数 ( ) sin( )( 0)
5

f x x
    ，已知 ( )f x 在[0，2 ] 有且仅有 5个零点．下述四个

结论：

① ( )f x 在 (0,2 ) 有且仅有 3个极大值点 ② ( )f x 在 (0,2 ) 有且仅有 2个极小值点

③ ( )f x 在 (0, )
10


单调递增 ④ 的取值范围是

12
[
5
，

29
)

10

其中所有正确结论的编号是（ ）

A．①④ B．②③ C．①②③ D．①③④

4．（2018•新课标Ⅲ）函数
2

tan
( )

1

x
f x

tan x



的最小正周期为（ ）

A．
4


B．

2


C． D． 2

5．（2018•新课标Ⅰ）已知函数 2sincos2)( 22  xxxf ，则（ ）

A． ( )f x 的最小正周期为 ，最大值为 3 B． ( )f x 的最小正周期为 ，最大值为 4

C． ( )f x 的最小正周期为 2 ，最大值为 3 D． ( )f x 的最小正周期为 2 ，最大值为 4

6．（2017•新课标Ⅱ）函数 ( ) sin(2 )
3

f x x


  的最小正周期为（ ）

A． 4 B． 2 C． D．
2



7．（2017•山东）函数 xxy 2cos2sin3  的最小正周期为（ ）

A．
2


B．

2

3


C． D． 2

8．（2017•新课标Ⅲ）设函数 )
3

cos()(


 xxf ，则下列结论错误的是（ ）

A． )(xf 的一个周期为 2 B． ( )y f x 的图象关于直线
8

3
x


 对称

C． ( )f x  的一个零点为
6

x


 D． ( )f x 在 (
2


， ) 单调递减

9．（2017•天津）设函数 )sin(2)(   xxf ， x R ，其中 0  ， | |  ．若
5
( ) 2
8

f


 ，
11
( ) 0
8

f


 ，且
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( )f x 的最小正周期大于 2 ，则（ ）

A．
2

3
  ，

12

  B．
2

3
  ，

11

12

  

C．
1

3
  ，

11

24

   D．
1

3
  ，

7

24

 

10．（2016•新课标Ⅱ）若将函数 2sin 2y x 的图象向左平移
12


个单位长度，则平移后的图象的对称轴为

（ ）

A． ( )
2 6

k
x k Z

 
   B． ( )

2 6

k
x k Z

 
  

C． ( )
2 12

k
x k Z

 
   D． ( )

2 12

k
x k Z

 
  

11．（2016•新课标Ⅰ）已知函数 ( ) sin( )( 0f x x     ，| | )
2

  ，
4

x


  为 ( )f x 的零点，
4

x


 为 ( )y f x

图象的对称轴，且 ( )f x 在 (
18


，

5
)

36


上单调，则 的最大值为（ ）

A．11 B． 9 C． 7 D．5

12．（2015•新课标Ⅰ）函数 ( ) cos( )f x x   的部分图象如图所示，则 ( )f x 的单调递减区间为（ ）

A．
1

(
4

k  ，
3
)

4
k  ， k z B．

1
(2

4
k  ，

3
2 )

4
k  ， k z

C．
1

(
4

k  ，
3
)

4
k  ， k z D．

1
(2

4
k  ，

3
2 )

4
k  ， k z

第 12题图 第 13题图

13．（2011•辽宁）已知函数 ( ) tan( )( 0,| | )
2

f x A x
       ， ( )y f x 的部分图象如图，则 ( )

24
f


（ ）

A． 2 3 B． 3 C．
3

3
D． 2 3

14．（2018•天津）将函数 sin(2 )
5

y x


  的图象向右平移
10


个单位长度，所得图象对应的函数（ ）

A．在区间
3
[
4


，

5
]

4


上单调递增 B．在区间

3
[
4


， ] 上单调递减

C．在区间
5
[
4


，

3
]

2


上单调递增 D．在区间

3
[
2


， 2 ] 上单调递减

15．（2017•新课标Ⅲ）函数
1

( ) sin( ) cos( )
5 3 6

f x x x
 

    的最大值为（ ）
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A．
6

5
B．1 C．

3

5
D．

1

5

16．（2017•新课标Ⅰ）已知曲线 1 : cosC y x ， 2

2
: sin(2 )

3
C y x


  ，则下面结论正确的是（ ）

A．把 1C 上各点的横坐标伸长到原来的2倍，纵坐标不变，再把得到的曲线向右平移
6


个单位长度，得到曲线 2C

B．把 1C 上各点的横坐标伸长到原来的2倍，纵坐标不变，再把得到的曲线向左平移
12


个单位长度，得到曲线 2C

C．把 1C 上各点的横坐标缩短到原来的
1

2
倍，纵坐标不变，再把得到的曲线向右平移

6


个单位长度，得到曲线 2C

D．把 1C 上各点的横坐标缩短到原来的
1

2
倍，纵坐标不变，再把得到的曲线向左平移

12


个单位长度，得到曲线 2C

17．（2016•新课标Ⅰ）将函数 2sin(2 )
6

y x


  的图象向右平移
1

4
个周期后，所得图象对应的函数为（ ）

A． 2sin(2 )
4

y x


  B． 2sin(2 )
3

y x


 

C． 2sin(2 )
4

y x


  D． 2sin(2 )
3

y x


 

18．（2016•新课标Ⅱ）函数 sin( )y A x   的部分图象如图所示，则（ ）

A． 2sin(2 )
6

y x


  B． 2sin(2 )
3

y x


 

C． 2sin( )
6

y x


  D． 2sin( )
3

y x


 

19．（2014•四川）为了得到函数 sin(2 1)y x  的图象，只需把 sin 2y x 的图象上所有的点（ ）

A．向左平行移动
1

2
个单位长度 B．向右平行移动

1

2
个单位长度

C．向左平行移动1个单位长度 D．向右平行移动1个单位长度

20．（2014•辽宁）将函数 3sin(2 )
3

y x


  的图象向右平移
2


个单位长度，所得图象对应的函数（ ）

A．在区间 [
12


，

7
]

12


上单调递增 B．在区间[

12


，

7
]

12


上单调递减

C．在区间[
6


 ， ]

3


上单调递减 D．在区间[

6


 ， ]

3


上单调递增

21．（2016•新课标Ⅱ）函数 ( ) cos2 6cos( )
2

f x x x


   的最大值为（ ）

A． 4 B． 5 C． 6 D． 7

22．
x

x
xf

cos2

sin
)(


 的值域是（ ）

A． ]
3

3
,

3

3
[ B． ]1,1[ C． ]2,2[ D． ]3,3[
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23．对于函数 )0(
sin

1sin
)( 


 x

x

x
xf ，下列结论正确的是（ ）

A．有最大值而无最小值 B．有最小值而无最大值

C．既有最大值也有最小值 D．既无最大值也无最小值

24．函数
x

x
y

cos2

cos2




 的最大值为（ ）

A．1 B． 2 C．3 D．不存在

25．函数
xx

x
xf

cossin

sin
)(


 在区间 ]

2
,0[


上的最大值与最小值分别是（ ）

A．1， 0 B．
2

1
， 0 C． 0， 1 D．1，

2

1

26．（2019•新课标Ⅰ）函数
3

( ) sin(2 ) 3cos
2

f x x x


   的最小值为 ．

27．（2017•新课标Ⅱ）函数 2 3
( ) sin 3 cos ( [0, ])

4 2
f x x x x


    的最大值是 ．

28.（2014•大纲版）函数 xxy sin22cos  的最大值是 ．

29．（2008•四川）函数 xxxf 2cossin3)(  的最大值是 ．

30．（2008•辽宁）设 (0, )
2

x


 ，则函数
22sin 1

sin 2

x
y

x


 的最小值为 ．

31．（2014•大纲版）若函数 xaxxf sin2cos)(  在区间 (
6


， )

2


是减函数，则 a的取值范围是 ．

32．（2010•北京）已知函数 2( ) 2cos2 sin 4cosf x x x x   ．

（1）求 ( )
3

f


的值；

（2）求 ( )f x 的最大值和最小值．

33．（2008•四川）求函数 xxxxy 42 cos4cos4cossin47  的最大值与最小值．
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专题 2    两角和与差的正弦余弦和正切

第一讲 两角和与差的正余弦与正切

sin( ) sin cos cos sin        ； cos( ) cos cos sin sin        ；
tan tan

tan( )
1 tan tan

  
 


 


sin 2 2sin cos   ； 2 2 2 2cos 2 cos sin 2cos 1 1 2sin          ；
2

2 tan
tan 2

1 tan







.

模型一：拆分角问题： =2
2

  ；  = +   - ；        ；    1

2
         ；

   1

2
         ； 4 2 4

        
 

. 注意：特殊的角也看成已知角，如
4 4

      
 

.

模型二：      2 2
cos cos sin sin 2 2cos cos 2sin sin 2 2cos                 

【例 1】（2019•新课标Ⅰ） tan 255 （ ）

A． 2 3  B． 2 3  C． 2 3 D． 2 3

【解析】 由

   
3

1tan 45 tan 30 3tan 255 tan 180 75 tan 75 tan 45 30
1 tan 45 tan 30 3

1 1
3

 
            

  
 

 2

3 33 3 12 6 3
2 3

6 63 3

 
   


，故选 D.

【例 2】（1）若 ，  为锐角，且满足
4

cos
5

  ，
3

cos( )
5

   ，则 sin  的值是 ．

（2）若
4

cos
5

   ， 是第三象限角，则 sin
4

  
 

＝ ．

【解析】（1）  ，  为锐角
2

4 3
sin 1

5 5
      

 
，

2
3 4

sin( ) 1
5 5

       
 

     
2 2

4 3 7
sin sin sin cos cos sin

5 5 25
                                 

（2）由已知条件 2 3
sin 1 cos

5
      ， sin

4

  
 

2 2 7 2
sin cos

2 2 10
     .

【例 3】 sin 34 sin 26 cos34 cos 26    的值是（ ）

A.
1

2
B.

3

2
C．

1

2
 D．

3

2


【解析】原式   1
cos34 cos 26 sin 34 sin 26 60

2
           .

【例 4】若
2

0
  ， 0

2
 

，
3

1

4
cos 






 

 ，
3

3

24
cos 






 


，则 






 

2
cos

 （ ）
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A．
3

3
B．

3

3
 C．

9

35
D．

9

6


【解析】∵ 0
2

  ，∴
3

4 4 4

     ，∵
1

cos
4 3

   
 

，∴
2 2

sin
4 3

   
 

，

∵ 0
2

    ，∴
4 4 2 2

   
   .

3
cos

4 2 3

    
 

 ，∴
6

sin
4 2 3

    
 

，

∴ cos
2

  
 

＝ cos
4 4 2

                
＝ cos

4

  
 

cos
4 2

    
 

＋ sin
4

  
 

sin
4 2

    
 

＝
1 3 2 2 6 5 3

3 3 3 3 9
    .

【例 5】（1）若 tan 3  ，则
2

sin 2

cos




的值等于 ．

（2）若
sin cos

3
sin cos

 
 





， ) 2(tan   － ，则 2( )tan   － ．

【解析】（1）
2

sin 2

cos



＝

2

2sin cos  

co
2 tan 2

s
3 6

 


    .

（2）由条件知
sin cos tan 1

3
sin cos tan 1

  
  
 

 
 

，∴ tan 2  .

∴ tan 2 ta( ) [( ) ]n       ＝
tan( ) tan 4

1 tan( ) tan 3


 











.

【例 6】已知
3

sin
5

  且 ,
2

   
 

，则 sin 2 cos 2  等于________．

【解析】∵
3

sin
5

  且 ,
2

   
 

，∴ cos
5

4   ，∴  2 31
sin 2 cos 2 2sin cos 2 cos 1

25
          .

【例 7】（1）若
2

tan
4 5

   
 

，则 tan  ______；（2）已知
5

sin
13

  ， ,
2

   
 

，则 tan 2  ______．

【解析】（1）
tan 1 2

tan
4 1 tan 5

 

      

，∴5tan 5 2 2 tan    ，∴ 7 tan 3   ，∴tan α＝－
3
7

.

（2）由
5

sin
13

  ， ,
2

   
 

，可得
12

cos
13

   ，
5

tan
12

   ，∴
2

2 tan 120
tan 2

1 tan 119




  


.

【例 8】（2019•新课标 II）已知 (0, )
2

  ， 2sin 2 cos 2 1   ，则 sin （ ）

A．
1

5
B．

5

5
C．

3

3
D．

2 5

5

【解析】因为 2sin 2 cos 2 1a a  ，所以可得
24sin cos 2cosa a a ，又 0,

2
a

  
 

，则 sin 0a  ，

cosa  0 ，所以 cos 2sina a ，又  22 2 2 2sin cos sin 2sin 5sin 1a a a a a     ，解得
5

sin
5

a  ，

故选 B.

【例 9】已知函数    2sin
3 6

x
f x x R

    
 

．
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（1）求
5

4
f

 
 
 

的值；

（2）设 0,
2

      
、 ，

10
3

2 13
f

   
 

，   6
3 2

5
f    ，求  cos   的值．

【解析】（1）∵    2sin
3 6

x
f x x R

    
 

，∴f
5

2sin
4

f
   

 

5
2sin 2

12 6 4

      
 

.

（2）∵ , 0,
2

     
，

10
3

2 13
f

   
 

，   6
3 2

5
f    ，∴

10
2sin

13
  ，

6
2sin

2 5

   
 

，

即
5

sin
13

  ，
3

cos
5

  ，∴
12

cos
13

  ，
4

sin
5

  ，∴
16

cos cos cos sin si( n
65

)      + = - .

【例 10】已知 tan 2
4

   
 

，
1

tan
2

  .（1）求 tan 2 的值；（2）求
 

 
sin 2sin cos

2sin sin cos

   
   
 

 
的值．

【解析】（1）∵ tan 2
4

   
 

，∴
tan tan

4 2
1 tan tan

4

 

 





，∴

1 tan
2

1 tan








，∴

1
tan

3
  ，∴

2

2 tan 3
tan 2

1 tan 4




 


.

（2）
 

 
 
 

sin 2sin cos sinsin cos cos sin 2sin cos cos sin sin cos

2sin sin cos 2sin sin cos cos sin sin cos cos sin sin cos

              
               
    

  
     

＝   tan tan 1
tan

1 tan tan 7

  
 


  


.

【例 11】（1）设
1

cos cos
2

   ，
1

sin sin
3

   ，求 cos( )  的值；

（2）若 ,  是锐角，且
1

sin sin
2

    ，
1

cos cos
2

   ，则  tan    ________.

【解析】（1）      2 2
cos cos sin sin 2 2cos cos 2sin sin 2 2cos                 

   
2 2

1 1 13 59
2 2cos cos

2 3 36 72
                  

   

（2）∵
1

sin sin
2

    ，
1

cos cos
2

   ，两式平方相加得：
1

2 2cos cos 2sin sin
2

      .

即   1
2 2cos

2
    ，∴   3

cos
4

   ，∵ ,  是锐角，且
1

sin sin 0
2

     ，∴ 0
2

    ，

∴ 0
2

      .

∴    2 7
sin 1 cos

4
          ，∴    

 
sin 7

tan
cos 3

 
 

 


   


.

秒杀秘籍：第二讲 两种辅助角公式

第一类：一次辅助角   sin cosf x a x b x 

  sin cosf x a x b x  = 2 2 sin( )a b x   (辅助角由点 ( , )a b 决定, tan
b

a
  ).

例如： sin cos  = 2 21 1 sin( ) 2 sin( )
4

     
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sin 3 cos  =  2
21 3 sin( ) 2sin( )

3

      ， 3sin cos  = 2sin( )
6

 

第二类：二次辅助角    2sin cos cos , 0f x a ωx ωx b ωx a b  

     
2 2

sin 2 cos 2 1 sin 2 tan
2 2 2 2

a b a b b b
f x ωx ωx ωx

a
          

 

若遇到 2sin  ，则通过公式 2 2sin 1 cos   转化成 2cos 

注意：（1）   4 4 2 2 2 2 2cos sin cos sin cos sin cos 2 2cos 1             

（2）  222sin ( ) sin cos 1 2sin cos
4

        

【例 12】求证： sin cosa b  = 2 2 sin( )a b    ．（其中 tan
b

a
  ）

证明：作一直角三角形如图，其中

sin ;cos
b a

c c
   sin cosa b  =  sin cos sin cos cos sin

a b
c c

c c
             

 

   2 2sin sinc a b        ( tan
b

a
  )同理可得： cos sina b  = 2 2 cos( )a b    ( tan

b

a
  )

【例 13】若方程 22 3 sin cos 2cos 1x x x k   有解，则 k ．

【解析】
 

 
2

2

2
2 3 2 2

2 3 sin cos 2cos sin 2 2sin 2 1
2 2 6

x x x x x 
         

 
，

   2sin 2 2 2 , 2 4 , 0
6

x k k
          

 
.

【例 14】已知 3
5

4
cos

6
sin 






   ，则 






 

3
sin

 的值为（ ）

A．
5

4
B．

5

3
C．

2

3
D．

5

3

【解析】由条件得
3 3 4

sin cos 3
2 2 5

   3
2
，即

1 3 4
sin cos

2 2 5
   ，∴

4
sin

3 5

   
 

.

【例 15】已知函数    2 3
3 sin sin cos

2
f x x x x x R    .

（1）若 0,
2

x
    

，求  f x 的最大值；

（2）在 ABC△ 中，若 A B ，     1

2
f A f B  ，求 A、B、C的值．

【解析】（1）    3 1 cos21 3
sin 2 sin 2

2 2 2 3

x
f x x x

       
 

，∵ 0
2

x


  ，∴
2

2
3 3 3

x
  

    ，∴

当 2
3 2

x
 

  时，即
5

12
x


 时，  f x 的最大值为 1.

（2）∵   sin 2
3

f x x
   

 
，若 x 是三角形的内角，则 0 x   ，∴

5
2

3 3 3
x

  
    .令   1

2
f x  ，得
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1
sin 2

3 2
x

   
 

，∴ 2
3 6

x
 

  或
5

2
3 6

x
 

  ，解得
4

x


 或
7

12
x


 .由已知 A，B是 ABC 的内角，A B

且     1

2
f A f B  ，∴

4
A


 ，

7

12
B


 ，∴

6
C


 .

注意：解答题不能直接用二次辅助角公式，中间需要一个二倍角公式来过渡．

【例 16】已知函数    3 sin cosf x x x x R   ，若   1f x  ，则 x的取值范围为（ ）

A． ,
3

x k x k k Z
   

     
 

B． 2 2 ,
3

x k x k k Z
   

     
 

C．
5

,
6 6

x k x k k Z
   

     
 

D．
5

2 2 ,
6 6

x k x k k Z
   

     
 

【解析】根据题意，变形得   2sin
6

f x x
   

 
，   1f x  ，所以 2sin 1

6
x

   
 

，即
1

sin
6 2

x
   

 
，由图

象可知满足  5
2 2

6 6
k x k k Z

       ，解得  2 2
3

k x k k Z
        ．

【例 17】已知函数   22sin 3 cos 2
4

f x x x
    

 
.

（1）求  f x 的周期和单调递增区间；

（2）若关于 x的方程   2f x m  在 ,
4 2

x
    

上有解，求实数m的取值范围．

【解析】(1)   22sin 3 cos2 1 2sin cos 3 cos 2 1 sin 2 2sin 2 1
4 3

f x x x x x x x x
                 

   
，∴

周期T  .由 2 2 2
2 3 2

k x k
        解得，单调递增区间为  5

,
12 12

k k k Z
       

．

（2）∵ ,
4 2

x
    

，∴
2

2 ,
3 6 3

x
      

∴ sin 2
3

x
   

 

1
,1

2
 
  

，∴  f x 的值域为  2 , 3 ．而   2f x m  ，

∴  2 2 , 3m   ，即  0 ,1m .

【例 18】设 R  ，     2cos sin cos cos
2

f x x a x x x
     
 

，满足  0
3

f f
   

 
，求函数  f x 在

11
,

4 24

  
  

上的最大值和最小值．

【解析】   2sin cos 2cos 1f x x x x   由  0
3

f f
   

 
得

3 1
1

2 2 2


     ，解得 2 3a 
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达标训练

1．（2018•新课标Ⅲ）若
1

sin
3

  ，则 2cos （ ）

A．
8

9
B．

7

9
C．

7

9
 D．

8

9


2．（2018•新课标Ⅱ）若 ( ) cos sinf x x x  在[0 ， ]a 是减函数，则 a的最大值是（ ）

A．
4


B．

2


C．

3

4


D．

3．（2018•新课标Ⅰ）已知角 的顶点为坐标原点，始边与 x轴的非负半轴重合，终边上有两点 (1, )A a ， (2, )B b ，

且
2

cos 2
3

  ，则  ba （ ）

A．
1

5
B．

5

5
C．

2 5

5
D．1

4．（2017•山东）已知
3

cos
4

x  ，则 x2cos （ ）

A．
1

4
 B．

1

4
C．

1

8
 D．

1

8

5．（2017•新课标Ⅲ）已知
4

sin cos
3

   ，则 2sin （ ）

A． 
7

9
B． 

2

9
C．

2

9
D．

7

9

）6．（2015•新课标Ⅰ） sin 20cos10  cos160sin10 （

A． 
3

2
B．

3

2
C． 

1

2
D．

1

2

7．（2015•重庆）若 tan
3

 
1
， tan(

2
  ) 

1
，则 tan  （ ）

A．
1

7
B．

1

6
C．

5

7
D．

5

6

8．（2015•四川）下列函数中，最小正周期为 且图象关于原点对称的函数是（

2


)2


A． cos(2y x  ) B． sin(2y x  C． sin 2y x  cos 2x

）

D． siny x  cos x

9．（2018•新课标Ⅱ）已知 sin cos 1， cos sin   0 ，则 sin(  )  ．

10．（2018•新课标Ⅱ）已知 tan( 
5

)
4 5


1
，则 tan  ．


11．（2017•新课标Ⅰ）已知  (0, )

2
， tan  2，则 cos(

4

 )  ．

12．（2017•江苏）若 tan(
64

 ) 
1
．则 tan  ．

13．（2016•浙江）已知 2cos2 sin 2x x  siA n( x ) ( b A 0) ，则 A  ，b  ．

14．（2016•上海）若函数 f ( ) 4sinx x  coa s x的最大值为 5，则常数 a  ．

8 8

 
15．（2016•四川） cos sin2 2  ．

16．（2016•新课标Ⅰ）已知 是第四象限角，且 sin(
4 5
 ) 

3
，则 tan(

4
 )  ．

17．（2015•浙江）函数 f ( ) sin2x x  sin cox s x 1 的最小正周期是 ，最小值是 ．

18．（2015•江苏）已知 tan  2， tan(  ) 
1
，则 tan  的值为 ．

7

19．（2018•北京）已知函数 f ( ) sin2x x  3 sin cox s ．x

（1）求 f x( ) 的最小正周期；

（2）若 f x( ) 在区间[
3


 ，m]上的最大值为

3

2
，求m的最小值．
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21．（2017•北京）已知函数 f ( x) 3 cos(2
3

x ) 2sin cosx x


 ．

（1）求 f x( ) 的最小正周期；

4

 
（2）求证：当 x [  ， ]

4
时， f x( )

1

2
．

3 cos2)sinx x x


22．（2015•重庆）已知函数 f (x) sin(   ．
2

（1）求 f x( ) 的最小正周期和最大值；


（2）讨论 f x( ) 在[

6
，

2
]

3
上的单调性．

23．（2014•福建）已知函数 f ( ) 2cosx x(sin  cx os )．x

（1）求 f
5

( ) 的值；
4

（2）求函数 f x( ) 的最小正周期及单调递增区间．

（1）求 sin(  ) 的值；

（2）若角  满足 sin(
13

  ) 
5
，求 cos 的值．

20．（2018•浙江）已知角 的顶点与原点O重合，始边与 x轴的非负半轴重合，它的终边过点 P(
3

5
，

5


4
)．

24．（2019•浙江）设函数 f ( )  sinx x， xR．

（1）已知 [0 ， 2 ) ，函数 f x ( ) 是偶函数，求 的值；

)]  [ (f2 )]2（2）求函数 y f[ (
12 4

x x
 

  的值域．

专题 3 正切恒等式

秒杀秘籍：第一讲 正切恒等式 tan tanA B  tanC ta n A ta n tB a nC A  B C  当 时k 

【证明】 tan(A )+ =
tan +

B
tanA B

, tanC tan( + ) \ tanA B t+ anA B tan (1- tan tC an )A B= - = -
-1 tan tanA B

故 tan A  tan B  tanC  tan A  tan B  tanC

1

2 22 tan t2 an
2 2

B B
C C


【推论】 tan

A
tan  ta n

1
t

A
an  （当 A  B C   时）

【证明】 Þ0 tan
A

tan
2 2 2 2 2 2 2 2 22

A + B
-
C

Þ
p A B

A - ÷
öCpB

ç
+ æ ö æ

- -ç ÷
p C

=÷B+ +C = p Þ = + - tançç ÷
è ø øè

11
tan tan
A B

tan tan + tan tan ×
A

tan
22 2 2 2 22 tan 2 tan

2 2

C A B B
CC

æ ö
= -

p
-ç ÷ç ÷ Þ - = - ×

øè

【例 1】 tan 70  tan10  3 tan 70 tan10  ．

【解析】



tan 70  tan  tan 120 tan 70 tan   tan 120

tan 70 tan10   3 tan 70 tan10   3 tan 70 ta n10 3

10     10 

   3 tan 70 tan  10    

 4【例 2】已知
1 tan

5


1 tan


，则 tan(
4


） ) （

A． 4 5 B． 4 5 C．  4 5 D．  4 5

【解析】
1 tan

1 tan 45 tan 
 tan 45 tan 

  tan 45   4 5 
1 tan 

，故选 A.

【例 3】已知
3

4

   ），则 (1 tan )(1  tan  ) （

C．1A． 2 B． 2 D． 1

【解析】 tan  tan  tan 45  tan tan tan 45 tan tan  tan  tan 1 tantan 1 tan 1 2 ，即

(1 tan )(1  tan  ) 2.

【例 3】已知
3

4

   ），则 (1 tan )(1  tan  ) （

C．1A． 2 B． 2 D． 1

【解析】 tan  tan  tan 45  tan tan tan 45 tan tan  tan  tan 1 tantan 1 tan 1 2 ，即

(1 tan )(1  tan  ) 2.
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)  3 tan(
6 6 6 6

   
【例 4】求 tan(  )  tan(   ) tan(  ) 的值．

【解析】由于
6 6 3

  
     ，故 tan(

6 6 6 6


)  3 tan(


  ) tan(   ) tan(  )


 3 ．

【例 5】计算 (1 tan1 )(1 t an 2 )( 1 ta n 3 ) (1 t an 45 )  ．

【解析】根据 45°角性质可得： (1 tan1 )(1 ta n 44 ) 2 ， (1 tan 2 )(1 ta n 43 ) 2 ，

(1 tan 3 )(1 ta n 42 ) 2 .以此类推，可以得到

(1 tan1 )(1 ta n 2 )(1 ta n 3 ) (1 ta n 45 ) 2 22 (1 ta n 45 ) 2 23 ．

【例 6】在锐角ABC中， tan A  t 1， tan B  t 1，则实数 t的取值范围是（ ）

A． ( 2 ,  ) B． (1 ,  ) C． (1 , 2) D． (1 ,1)

【解析】由题意可知，锐角ABC 中， tan 0 A t 1 0，

tan 0 B t 1 0
2

2
tantanC  (t 1)  tantan A  tan B  tanC  tan A  tan B  tan

2
2



t

t
CCC 2t ，故

需满足条件 t  2 .

第二讲 二倍角定理及模型

2 2

1 cos 2
;cos  

1 cos 2
； si

2

sin 2  2sin cos  . cos 2 cos  sin2 2  co s sin  cos sin  .

降幂公式： sin
2 2  

n cos  
sin 2

.

模型一：令 sin cos  t，1 sin 2 2 sin2 2 (
4

 sin  co s 2 t  
) ； cos 2   2 t t 2

令 sin cos  t，1 sin 2 sin cos 2
2sin (2

4
    t 2   

) ； cos 2   2 t t 2

模型二：形如 cos2  cos4  cos8cos 2n 的化简，

1 sin 2 n 1sin 2 cos 2  cos 4  cos 8  cos 2

2n sin 2

n 
 

cos 2 cos 4   cos8  cos 2n  

【例 7】若 sin 2
25

 
24

，则 2 sin(
4


sin 2

 ) 的值为（ ）

A．
1

5
B．

7

5
C． 

1

5
D． 

7

5

【解析】
2

2  49  7
1 sin 2 2 sin( 2 sin(

4 25 4 5
s in  co s     )    )  

 
．

【例 8】已知 sin
3

 cos 
1

,  (0 , ) ，求 cos 2 ．

【解析】 sin
3

cos  
1
，

2
1 17

2
33


(0,  )  sin co s  

  
 

，

cos2 cos  sin   cos  sin   17 17

33 9

 
  

1
  
 

.

【例 9】求值： cos36 cos72   ．

【解析】
sin 36 cos36 cos72 sin 72 cos72 1 1

sin144 sin 180
1  36  12 4 4

sin 36 sin 36 sin 36 sin 36 4


   

  
原式

3
【例 10】已知 sin

4 5

öæp
xç ÷ç ÷+ =

è ø
，则 sin 2x  ．

【解析】  
232 3 2 1 7

sin sin x cos
4 2 5 5 2 50


 
x x sin c osx x  t sin cosx

t
x


       
 

7
，sin 2

25
x  
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【例 11】已知 sin
5

cos  
1
， 0 a£ £p ，则 sin 2 

4


 
 ， sin 2





．

【解析】
21 1 12

sin  cos sin c os sin 2
5 2 25 25

 
 t  t     24


2

sin 2   cos 2 ， sin 


2
4 2


，  


31

=
31 2

sin cos  0  45  c os 2 0 ， sin 


2
4 2 25 50

  
2



.

【例 12】若a Î（0，π），且3cos 2  sin
4

  
 


，则 sin2α的值为 ．


 

 3  sin  c os  sin  
2

cos sin  cos  sin   cos2
【解析】3cos 2  sin

4 2 6
t

 
 

2则 sin 2
18

 t 1 
17

.

达标训练

1．（2019•四川模拟）在ABC中，若 tan A tan B  tan A  tan B 1，则 cosC （ ）

A．
2


2

B．
2

2
C．

2


1
D．

2

1

2．（2019•重庆模拟）在锐角 ABC 中，角 A， B，C的对边分别为 a， b， c ．若 a  2bsinC ，则

tan A  tan B  tanC的最小值是（ ）

A． 4 B． 3 3 C．8 D． 6 3

3．（2018•云南期末） tan 36  tan 84 - 3tan 36tan 84 = （ ）

A．  3 B． 3 C．
3


3

D．
3

3

）4．（2018•武汉期末） 3 tan12  tan 60 tan18  tan12 tan18 （

A．
3

3
B． 3 C．1 D．3

5．（2018•青羊期末） tan21 + tan24 + tan21 tan 24 =（ ）

C． 3A．1 B． 1 D．  3

6．（2018•贵阳期中）ABC的三个内角 A， B，C所对的边分别是 a，b， c，若 c  2 3 ， tan A  tan B

 3  3 tan A tanB，则ABC的面积的取值范围是（ ）

A． [ 3 ,  ) B． (0, 3] C．
1

( , 3]
2

D． (0,
3

]
2

7．（2018•江西期中）在ABC中，角 A，B，C所对的边是 a，b，c，GA GB GC  0 ，且GA GB  0 ，

若
C

m

B

A

tantan A tan

tan  tan B
 ，则实数m的值是（ ）

A．
2

1
B．

3

1
C．

4

1
D．

5

1

8．（2018•武汉模拟）在ABC中，C  60， 1
22

tan
A
 tan

B
 ，则 

2
tan

2

B
tan
A

．

tan A tan BB9．（2018•金安期末）在ABC中，若 tan A
3

3

3
 tan 

3
 ，则角C  ．

10．（2018•金水期中）在 ABC 中，已知三内角满足 2B  A C ，则
22

3 tan
22

tan
A
 tan

C


A
tan
C

的值

为 ．

11．（2018•上海期中）在锐角ABC中，若 sin A  3sin BsinC，则 tan A  tan B  tanC的最小值是 ．

12．（2017•浙江月考）在ABC中， 1
22

tan
A
 tan

B
 ，则

2
tan
C

的取值范围为 ．

13．（2018•江苏模拟）在锐角 ABC 中，若 tan A， tan B ， tanC 依次成等差数列，则 tan A  tanC的值

为 ．

14．（2017•江苏模拟）ABC中，角 A， B满足 tan(A  B)  3tan A，则 tan B取到最大值时角C  ．
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15．（2018•甘肃二模）在ABC中，若 tan A : tanB : tanC 1: 2 : 3 ，则A  ．

16．（2018•杭州月考）已知ABC中， tan A， tan B是方程 x2  ax  4  0 的两个实数根．

（1）若 a  8，求 tanC的值；

（2）求 tanC的最小值，并指出此时对应的 tan A， tan B的值．

17．（2018•四川模拟）在锐角ABC中，角 A， B，C的对边分别为 a，b， c，已知b 
a

sinC
2

．

1
（1）求

1
+ 的值；

tan A tanC

（2）求 tan B的最大值．

专题 4 ω函 数之卡根法
表一：正弦函数 y  sin x与 y  Asin x  的图像性质关系

y  sin x y  Asin x  

周期 2

2

最大值 1，当
2

2


x  k  取得
A，当



  
 2
2k

x 取得

最小值 -1，当
2

2
3

x  k  取得
-A，当



 
 2
2k  3

x 取得

单调增区间 



 

2
,2

2
2


k k












   








2

2
2 ,

k2k

单调减区间 



 

2

3
,2

2
2


k k












   








2
3

2
2 ,

k2k

对称轴
2


x  k 



  
 2
k

x

对称中心 k  ,0 





 k 

,0



表二：余弦函数 y  cos x与 y  Acos x  的图像性质关系

y  cos x y  Acos x  

周期 2

2

最大值 1，当 x  2k 取得 A，当



x 
2k

取得

最小值 -1，当 x  2k  取得 -A，当

 

x 
2k

取得

单调增区间   ,2k 2k  



 





2k  

,
2k

单调减区间  2k ,2k  






  


2k 

,
2k

对称轴 x  k



x 
k

对称中心 






k 


,0

2 ,0)2(


k   
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根据上一讲的内容，这一讲主要针对一些动态的三角函数涉及的取值范围题型，进行卡根法来破解.

第一讲 ω为定值卡根

此类型题就是根据题意，给定的区间宽度 b  a 与函数周期 nT nZ 的关系建立即可．

定理：任意对称轴（对称中心）之间的间距为
2

nT
；最大值与最小值的水平间距为

2

(2n 1)T
．

任意对称轴与对称中心之间的间距为
4

(2n 1)T
；以上情况当 n 1时取得最小值．

4


 ， 2

3

4
x


 ）是函数 f x( ) sinx(  0)两个相邻的极值点，则 （【例 1】（2019•新课标 II）若 x1

A．2 B．
3

2
C．1 ．

1
D

2

【解析】 因为 1 4
x


 ， 2

3

4
x


 是函数 f x( ) sinx(  0)两个相邻的极值点，故 ,

2

3

4 4
b a

  
  

即 ,
22

T  
 


所以=2，故选 A.

【例 2】（2017•天津）设函数 f x( ) 2sin(x )，xR，其中  0， | |  ．若 f
5
( )
8

 2， f
11
( )
8

 0，

）且 f x( )的最小正周期大于 2 ，则（

3 12
A． 

2
， 


B．

3
 

2
，

11

12

  

C．
3

 
1
，

11

24

   D．
3

 
1
，

7

24

 

【解析】 由 f x( )的最小正周期大于 2 ，得
T
>
24


，又

5
( )=2
8

f ， f
11
( )=0
8

，得
T
=
11

84 8 4

 5 3 
  ，

所以T  3 ，则
2

=3


，即
3

=
2
，对比 y  sin x图像可知，当 x 2

2
k

  时取得最大值，故

f x( ) =sin ( x )时，当

2 52 2
8 12

k
x k

 
  



    


，因为  < ，所以=

12


，故选择 A.

注意：表一中要求对 y  sin x卡住根 x0 ，再转换为 y  Asin(x )的根为 x，两者之间通过



x 
x0 来转

换.

【例 3】（2015•天津）已知函数 f x( ) sinx  cos x ( 0) ， xR，若函数 f x( )在区间 ( ,)内单调递

增，且函数 y f ( )x 的图象关于直线 x 对称，则 的值为 ．

【解析】 因为 f x( )= s in cos 2 sin ( )
4


x   x  x  ，且函数 f x( )在区间 , 内单调递增，>0，所以

3
2 2

44


k k    
 

 
   



，故可得：  k Z 
3

2
4

k
 




①，  k Z 
k2 +

4





所以解的②

2 3
0< 2

4


   k k Z 且 0< 2  2  +k k 

4


Z ，即

1

8 8
  k k

3
 Z ，所以 k  0 ,又因为由

k Z 
24


x   k   ，可解得函数 f x( )的对称轴为 42

  
  k

x
k 

  4 k Z 
 

，所以由函数

f x 的图像关于直线 x  对称，可得
2

4


  ，即

2


  .故答案为

2


.




【例 4】（2014•北京）设函数 f ( )x Asin( x )(A， ，是常数，A  0，  0)若 f x( )在区间[

6
， ]

2



，则 f x( )的最小正周期为 ．

【解析】由
2

32
f

   
f

 
   
   

可知函数 f x 的一条对称轴为

2
72 3

2 12
x

 


 .
2 6

f
 
     f
  
   

,则

f x 有对称中心
3


,0

 


，由于 f x 在区间  ,

26

  

上具有单调性，则

21

2 6 2 3

  
  T T  ，从而

7

12 3 4

 
 

T
 T   .故答案为 .

第二讲 限定周期的ω卡

通常在固定的一两个周期内，给予单调性的限定或者值域的限定，对 ω或者 ϕ会有一个区间限定，此
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类型题就是要卡住两个临界点，通常可以找出 y  sin x的范围，再推导至 y  Asin(x )当中.

常见的卡根数学语言转化如下：

① f x( ) Asin(x )在区间 ( ,a b)内单调
2

T
  b a 且 2

k
 



 
 a， 2

k
b

 



 
 （图 1）

同理， f x( ) Asin(x )在区间[ ,a b]内单调
2

T
  b a 且 2

k
 



 
 a， 2

k
b

 



 


图 1 图 2

② f x( ) Asin(x )在区间 ( ,a b)内没有零点
T

  b a 且
k 



 a， b
k( 1 ) 


 （图 2）；

2

同理， f x( ) Asin(x )在区间[ ,a b]内没有零点
2

T
  b a 且

k 



 a，b 
k( 


1 ) 

关于在给定范围内单调或者没有零点的问题，卡根的范围都在半个周期，区间内单调的开区间和闭区间没

有区别，没有零点问题的开区间和闭区间的区别在于是否加上等号，很多考题就喜欢在这个细节上体现学

生的基本功．所以，我们给出了模型分解，那么请大家思考，如果区间是 ( ,a b]或者是[ ,a b)呢？如果题目所

说在区间内是单调递增或者单调递减呢？请读者自己分析模型，或者通过刷此类型的题目不断累积经验．

另外，区间内单调或者无零点叫做内卡根，即 (a,b)卡在区间[
x1  ,

x2




]内部．

上具有单调性，且

( )f f (

2
)


( )

2 3 6
f


 

③
2 2

n T1) (n 1)T 
f x( ) Asin(x )在区间 ( ,a b)内有 n个零点

(
  b a 

且

  k( 1)

 k(

  k

 n 
b 

(k n + 1) 
 

a 


) 


  （图 3图 4）

图 3 图 4

2 2

n T1)
 b a

( 

n 1)T

同理 f x( ) Asin(x )在区间[ ,a b]内有 n个零点
(





关于在给定范围内出现零点个数的问题，卡根的范围都在一个周期，即左端点卡半个，右端点卡半个的情

形，而开区间和闭区间的区别也仅仅是加上等号而已．开区间是外取等，闭区间则是内取等．请大家思考

关于 f (x)  Asin(x )  m在区间的零点问题是如何解决的呢？我们会在后面的例题进行阐述．

【例 5】（2019•新课标Ⅲ）设函数 f x( ) sin( x 

) ( 0) ，已知 f x( )在[0， 2 ]有且仅有 5个零点．下述

5

四个结论：① f x( )在 (0 , 2 )有且仅有 3个极大值点；② f x( )在 (0 , 2 )有且仅有 2个极小值点；③ f x( )在

(0 , )
10


单调递增；④ 的取值范围是 [

12

5
，

29
)

10
）．其中所有正确结论的编号是（

A．①④ B．②③ C．①②③ D．①③④

【解析】根据 y  sin x图像可知，除了原点以外，正半轴出现 5 个零点时，一定有 0 x 5 6 ，故当

5x0,2 时， f x 在0,2 有且仅有 5 个零点，一定有

0
5
  

0 
 

且

65
5 52

   
 

 
，

所以
12 29

5 10
  ，故④正确，根据图像即可判断②不正确，因为可以出现三个极小值点，因此由选项可知

只需判断③是否正确即可得到答案，根据 y  sin x在区间 

0,
2

 
 

递增，故可知若 f x 在 0,
10

 
 
 

单调递


增，则一定有 2 5

10

 





，即 3，因为
12 29

5 10
  ，故③正确，故选 D.

且

  k( 1)

) k(

  k

 n 
b 

(k n + 1) 
 

a 
 


  （图 5图 6）

图 5 图 6

第 一 章 三 角 函 数

注意：在一些题目中，由于端点 a  0且  0的时候只需考虑端点b，原因就是




 
 0 

0 
恒成立

【例 6】（2019•葫芦岛月考）已知函数 f x( )  5 sin(
3

x

) ( 0) ，若 f x( )在区间 ( ， 2 ]内没有零点，

）则 的取值范围是（

A． (0,
1
)

6
B． (0, ) [1 1

, )
2

6 3 3

C． (0, ) [1 1
, ]
2

6 3 3
D． (0,

2
)

3

【解析】一般给了区间，先卡住区间来限定 的范围，此题由于区间  , 2  内没有零点，故

2
T   T   ，由此可得在区间 0, 内可能有一个零点或者没有零点，此举判断可以大大减少计算，
2
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解法二 由于 f x 在区间  , 2 内没有零点，故根据卡根定理得：

1k

13
3

k




 
   k 


  

,
1 2

6 3 3
显然 k  0和 k  1时符合条件，所以的取值范围为:

 1  
0, 

 
  

,故选 B.

【例 7】（2019•九江三模）函数 f x( )  cos(
3


)( 0)x  在[0, ]上的值域为

1
[ ,1]
2

，则 的取值范围是（ ）

A． [ ,
1 2

]
3 3

B．[0，
2
]

3
C．

2
[ ,1]
3

D．
1
[ ,1]
3

0我们只需知道 y  sin x的根的分布即可对 f x   5 sin


x
3

 
   
 

进行卡根布控.5

0解法一 由于 f x   5 sin


x
3

 
   
 

， f x 由 f x  5 sin  x  0 向右平移
3




个单位

得来，故根据如左图所示，将 y  sin x中的 x  0和 x   代入卡根得：

0
3








，且 3 2








，所

以0<<
1

6
，故的取值范围为: ,

1 2

6 3 3
 1  

0, 
 

  
,故选 B. T

< =
2

T   

232
2 3

   
k

 


2
解析 如图，根据余弦函数 y  cos x的值域为

1
,1

 
  

时，
3 3

x 

,
 

，因为 x0, ，又

2
f 0   1

，

故右边区间卡根位于 

0,
3

 
 

范围内，即

0
3 3 3
  

 
 

 
，所以

21

3 3
  ，故选 A.

注意：定义域从零开始的函数往往都是 k  0开始的周期，故直接用五点法进行相应位置卡根，我们可以参

考下一题也是如此．

 
【例 8】（2019•深圳二模）已知函数 f x( ) 3 sin x  cos x( 0) 在区间 [ , ]

4 3
上恰有一个最大值点和

）

3

最小值点，则实数 的取值范围为（

A．
8
[ ,7) B．

8
[ ,4)
3

C． [4,
20
)

3
D．

20
( ,7)
3

解析 函数 f x  3 sin x co s x  0  2s in


x
6

 
 
 

。由于函数 y  2sin x两个相邻最大值点

和最小值点为
2


和

2

8  
 ，故对此范围进行卡根， 2 6

34

 


  


且 2 6 1
3

 


 


；考虑其

它最值不能出现，故再进行二次卡根，相邻
2


 的最大值为

3

2


 ，相邻

2


的最大值为

3

2


，故

3

<
202 6 <
3 4

 
 

  且

3
2 6 > <4

3

 
 




，即
8

3
 <4，故选 B.



【例 9】（2018•湖北模拟）已知函数 f x( )  cos(
3 2


x  )

1
 ( 0) 在区间 [0, ]上恰有三个零点，则 的取

值范围是 ．
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【例 10】（2018•湖北模拟）已知函数 f x( )  cos(
3


)( 0)x  且


( ) f f
2 5

(

)

3 6
，若 f x( )在区间


( ,
2 5

)
3 6

）上有最大值，无最小值，则 的最大值为（

A．
4

B．
28

C．
52

D．
100

0 cosf x 
 x

3
 

  


的一条对称轴，且取得最大值；所以

 0【解析】 函数 f x  cos


 x
3

 
   
 

且
5

3 6
f

 2
  
f


   
   

，所以直线

2 5
33 6
4

x

 


 


为

2k
 

9 9 9 9

第三讲 已知一条对称轴和一个对称中心的ω卡根

由于对称轴和对称中心的水平距离为 T
(2n 1)

，设计  b  aT 



2

(2n 1)
4

(2n 1)
，构造出函数的形式，

4

再根据单调区间或者最值区间所处的范围进行卡根．


【例 11】（2016•新课标Ⅰ）已知函数 f x( ) sin(x  )(  0 ， | |

2
)，

4
x


  为 f x( )的零点，

4
x


 为

y f ( )x 图象的对称轴，且 f x( )在 (
18


，

5
)

36
上单调，则 的最大值为（ ）

A．11 ．7CB．9 ．5D

当，可得
1

2
y  。即 x0, 时函数 y cos


 

3
x 

 
 

与函数
1

2
y  在区间上还有两个交点的问题，根据

2
cosy x 

1
时， x 2

3
k

  ，除了左端点有零点外，
75

3 3
 x   时必定有两交点，如图所示，所以

【解析】由题意：转化为函数 y


cos 
3

x 
 
 

与函数
1

2
y  的图像在区间0, 上恰有三个交点的问题，

5 7
3 3 3 3
   


 

 
8

，解的 2
3

  ，所以的取值范围是
3

2,
8 

 
，故答案为

3
2,
8 

 
 .

k Z ，又  0，且 f x 在区间
3 6


,

2 5 
 
 

上有最大值；无最小值，所以
5 2

6 3 6
T

  
   ，即

2

6

 



，

所以12，故当 k  8时， 
32


4

100

3 9 9
为最大值，故选 D.

3

4




， k Z 所以
3 9

  k 
8 4

，3

例 11图 2

【解析】因为
4

x

例 11图 1

 


为 f x  的零点，
4

x
n 1




为 f x  图像的对称轴，所以
2

4 2


T  ，即

n 2 1

2

2





4 
， n N 即  n 2 1， n N ，即为正奇数.
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解法一 因为 f x 在
18 36


,
5 

 

上单调，则

5

36 18 12 2


 
 


T

，即
2

6
T

 
 


，解得12；当 11时，

2
4 11


 k  
 ， k Z ，因为

2


  ，所以

4


   ，此时由于对称轴 2 4

11

k
x

   
 ，当 k  0时，

3
,

  5

18 36
x


44

  
 

，所以 f x 在
18 36


,
5 



不单调，不满足题意；当  9时， 2

4 9


 k  
 ， k Z ，

因为
2


  ，所以

4
 


，此时 f x 在

18 36


,
5 

 
 

单调，满足题意；所以的最大值为 9，故选 B.

解法二 作图卡根，由于
2 12

T 
 ，故

5
9

4 36 9 2


 

  T
  （如图 1），

7
 
 

 T  （如
72

4 18 36 7



72
图 2），故9

7
  ，由于  n 1，所以最大值为 9，故选 B.

【例 12】（2019•洛阳月考）已知函数 f x( ) Asin(x )(A 0，   0，|
2

 | )，
4

x


  是函数的一个零

点，且
4

x


69
 是其图象的一条对称轴．若


( , )


是 ）f x( )的一个单调区间，则 的最大值为（

A．18 B．17 C．15 D．13

例 12图 1 例 12图 2

【解析】 由题意，得
2 1

44 4 2

k 
T k Z  
   

  
 

，所以
2

12
T k Z

k





.又 T 

2


,所以

  2 +1k k Z .又因为
9 6


,
 


 
是 f x 的一个单调区间，则

6 9 2

 
 

T
，即

9
T


 .因为

2

2 1
T

k





，

所以 k2 1 18，即 k  8.5 .

如图 1，
6 9 2

 
 

T
，即 18

18

 
 


，

 

T


 
 


12
64 2 12 

，由于半周期卡根的取值范

围大，故需要进行一个周期的卡根.如图 2，即
25 72

14.4
4 9 36 5

   
 T    


，所以只有 13

符合题意，故选 D.

总结：关于卡根法，通常先进行的形式控制，即
n 

T 
n 



 b  a

2

12

4

12
来卡住形式，再利用三点控制，

任意相邻区间卡住半周期，通常是一边大于半周期，另一边小于半周期，如果发现卡住的空间太大，再考

虑整个周期的卡根，这样大大简化了计算．

达标训练

1.（2019•丹东二模）已知函数 f x( )  sin(
2


x ) ( 0, 0   )，若

4
x


  是 f x( )图象的一条对称轴，

( ,0)
4


是 f x( )图象的一个对称中心，则（ ）

A．  4 1k k( N ) B．  4 3k k( N ) C．  2 1k k( N ) D． 2 (k k N*)


2．（2019•珠海二模）函数 sin(2y x )在区间 (

6
， )

2


上的最大值为1，则下列的取值不可能为（ ）
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．BA．0
12


C．

3


 D．

2




3．（2019•茂名模拟）已知函数 f x( ) sin(x  )(  0 ， | |
2


 的最小正周期为 ，且 f x( )是 (

3


，

4
)

5
上

的单调函数，则的取值范围是（ ）

2 6

 
A． ( ，  ] B． (

2


 ， ]

6


C． [

6


 ， ]

10


 D．[

6


 ， )

2



4．（2019•长春二模）定义在 [0， ]上的函数 y sin(
6


x  )(  0) 有零点，且值域

2
M [ 

1
，)，则

）的取值范围是（

A． [
1

2
，

4
]

3
B． [

4

3
， 2] C． [

1

6
，

4
]

3
D．[

1

6
， 2]

5．（2018•定远期末）已知函数 3cy o s(2
3

x 

)的定义域为 [a， b]，值域为 [ 1， 3]，则 b a的值可能是

（ ）

A．
3


B．

2


C．

3

4


D．

6．（2018•吉林期末）已知函数 f x( )  3sin(2 )
6

x


 ，若函数 y f 2 ( )x  (m 1) f (x) m在 [0， ]
2


上有 3个

）零点，则m的取值范围为（

A． [
3

2
，3) B． [

2

3
， 3) C．[

3

2
，

3
)

2
D． [

3

2
，3]

7．（2018•宿州期末）已知  0，函数 f ( )  sinx x在区间[
4


 ，


]

4
上恰有 9个零点，那么 的取值范围

为（ ）

A． [16， 20) B． (16， 20] C． (16,24) D．[16， 24]

8．（2018•东湖期中）若函数 f x( )  sin(
6

x 
 )  ( 0)在区间 ( , 2 )内没有最值，则 的取值范围是（ ）

A． (0，
1
]

12 4
 [1 ，

2
]

3
B． (0，

1
]

36
 [1 ，

2
]

3

C． [
1

4
，

2
]

3
D．[

1

3
，

2
]

3

9．（2018•如皋月考）已知函数 f ( ) x sin( )
6

x


  ，m x[0,
7

]
3

有三个不同的零点 1 2x ，x2 ，x3 ，且 1 3x  x x ，

则 21 3 ）x 2 x x 的值为（

A．
10

3


B． 4 C．

11

3


D．不能确定

10．（2018•佛山二模）已知函数 f x( )  sin(
4

x


 ) ( 0) 的图象在区间 (1,2)上不单调，则 的取值范围为

）（

A． (
3

8


， ) B． (

3

8


，

 ) (
3 7

84


， )

8 8 4 4
C． (

3
，

 ) (
7 7

， ) D． (
3

， )



第 一 章 三 角 函 数

11．（2018•河东模拟）已知函数 f x( ) Asin(x )的图象如图，当 x 


[ ,
13

]
12 12

时， f x( ) Asin(x )

的图象与直线 y m的三个交点的横坐标分别为 x1， x2， x3 ，其中 x1 2 3 2 x x ，那么 1 3x 2 x x 的值为

（ ）

A．
5

3


B．

5

6


C．

10

3


D．

4

3



12．（2018•安庆模拟）已知函数 f x( ) Asin(x )(A 0，   0， 0
2

 


的最) 大值为 2，相邻对称轴

间的距离为
2


x )，且 f ( (

66
f

 
4

 x)，且当 x 


[ ,]时， f x( )的值域为 [ 3,2]，则 的取值范围为

）（

A．

[ ,

7
]

6 12
B．


[ ,

5
]

6 12
C． 


[ ,

7
]

6 12
D． 


[ ,

5
]

6 12

13．（2018•广州一模）已知函数 f x( )  sin(
6


x  ) ( 0) 在区间 [

4


 ，

2
]

3


上单调递增，则 的取值范围

为（ ）

A． (0，
8
]
3

B． (0，
1
]

2
C． [

1

2
，

8
]
3

D．[
3

8
， 2]

14．（2019•天津月考）已知函数 f x( )  2sin(2x )(| |  )，若 f x( )在区间

( ,

5 )
5 8

上单调递增，则的

）取值范围是（

A． [ , 
9 3  ]
10 10

B． [ ,
2 9  ]
5 10

C．[ , ]
10 4

   
D． [ ,  ] ( , )

10 4

15．（2019•太原月考）已知函数 f x( ) sin
4

cx o s  (x  1
 , x )，R 若 f x( )的图象的任意一条对称轴与 x轴

的交点的横坐标都不属于区间 (2 ,3 )，则 的取值范围是（ ）

A． ( ,
3 7

)
8 12

B． [ ,
3 11

]
8 12

C． ( ,
3 7

) (7 ,11)
8 12 8 12

D．[ ,
3 7

] [7 ,11]
8 12 8 12

16．（2018•株洲二模）已知函数 f x( )  2sin( ) 1( 0,


x      
2
)，其图象与直线 y  3相邻两个交点的

距离为 ，若 f x( )  2对 ( , )
24 3

 
x  ）恒成立，则的取值范围是（

A． ( , )
6 2

 
B． [ , ]

6 3

 
C． ( , )

12 3

 
D．[ , ]

12 6

 
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

17．（2019•浙江模拟）已知函数 f x( ) sin(x  )(  0 ，| |
2
)，

4
x


  为 f x( )的零点，

4
x


 为 y f ( )x


图象的对称轴，且 f x( )在 (

4
， )


单调，则 的最大值为（ ）

A．12

3

B．11 C．10 D．9

18．（2018•湖北模拟）已知函数 f x( )  cos(
3


)( 0)x  且 ( ) f f

2 5
(

)

63


，若 f x( )在区间 (

2

3 6


,
5
)上有

）

9

最大值，无最小值，则 的最大值为（

A．
4

B．
28

9
C．

52

9
D．

100

9

19．（2019•芜湖模拟）已知函数 f x( ) sin(x )，其中  0，| |
2

 ，
4

 为 f x( )的零点：且 f x( ) | f ( ) |
4

 

 
恒成立， f x( )在区间  )

12 24
( , 上有最小值无最大值，则 的最大值是（ ）

A．11 B．13 C．15 D．17

20．（2019•小店期中）已知函数 f x( ) sin(x  )(  0 ，   0 )的图象关于
3

x
 

 对称， ( ,0)
6

是函

数 y f ( )x 的一个对称中心，且 y f ( )x 在

( ,


)

18 6
上单调，则 的最大值为（ ）

A．9 ．7B ．5C ．3D

21．（2019•日照期中）已知函数 f x( ) 3sin(x  )(  0，   0 )，f (
3


 ) 0，对 xR恒有 f x( ) | f ( ) |

3

 ，

且在区间

( ,


)

15 5
上有且只有一个 1x 使 1 ）f x( )  3，则 的最大值为（

A．
57

4
B．

105

4
C．

111

4
D．

117

4

2


22．（2019•衡水金卷联考）已知函数 f x( ) Acos(x )(A 0，   0， | | )，两个等式：

(
4

f  x)
 

 x  ) f (  x ) ，0 f ( (
4 4

f
 

 x)  0对任意的实数均恒成立，且 f x( )在 (0,
3

)
16

上单调，则
4

的最大值为（ ）

．2BA．1 ．3C ．4D

23.（2019•湛江一模）已知函数 f x( )  cos
6

x si n ( x 
 )( 0) 在[0， ]上恰有一个最大值点和两个零点，

则 的取值范围是 ．

24．（2019•承德期末）已知函数 f x( ) cos(2x )，满足函数 )y f x(
12


 是奇函数，且当 | |取最小值时，

函数 f x( )在区间 [ ,
a
]

23


和[3a ,

7
]

6
上均单调递增，则实数 a的取值范围为 ．

25．（2019•定远一模）已知函数 f x( )  sin2 sin
1

22 2

x
 x (

1
0) ，若 f x( )在区间 ( , 2 )内没有极值点，

则 的取值范围是 ．
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专题 5 周期函数
第一讲 周期函数与函数迭代

如果函数 f(x)对于定义域内任意的x ，存在一个不等于0 的常数T ，使得 f (x  +T )=f(x)恒成立，则称

kN 也是函数 f x 是周期函数，T 是它的一个周期．一般情况下，如果T 是函数 f x 的周期，则 kT  

f x 的周期．

（1）若 f x a( )  f x(  b 或) f x a( )  f x(  b) ，则T b  a

证明： f x a( )  f x(  b ，) f ( )x f= ( x a a) f ( x a b) ，   bT a

 f x a( )  f x(  b ，) f ( ) x f (x  a  )a  f (x  a  )b ，  bT a

（2）若 f x m( )   f x( ) ，则  2T m

证明： f x m( ) f x＋ ＋( m m ＋ ) f x－ (2 )m＋ f x ，  2T m

代表函数： f (x)  sin x，则 f (x  )  sin x， f (x  2 )  sin x， T  2 ．

(

1

f x)
（3） 若 f x m( )＋   则，  2T m

1
证明：  f ( ＋＋m m )2

)
f x

(f x m
x m＋ ) f x(  ．

代表函数： f (x)  tanx，则
x

f (x
tan

1

2 
 ) 


， f (x  )  tanx，T   ．

f1 (x)
（4） f (

 f1 (x)
x m


)  ，则  2T m

证明：

1
1 (f x)

)
=

1 (f x)
=f (x)

1 (f x) f1 ( 1)
1 (f x)

f x( m
f ( 2x m

x m
) 

1


．

综合（2）、（3）、（4），我们得到定理 1：当一个函数 f x m( )   x  1  x 时，一定有 f ( 2x m ) f x ， f x
是周期为 2m的周期函数．可以理解为周期为 2m的函数来自于一个原函数的反函数相等的函数迭代两次回到最

初的点，在（2）中， x 1  = x x（图 1）；在（3）中，   1 x x =
x

  
1
（图 2）；在（4）中， x  1 1

1

x
   =x

x




（图 3）．

推论： f (x m )
af x( )  b
cf x( )  d

，当仅当 a d  0时， f x 是周期为 2m的周期函数．

证明：令  d a f (x m )
af x( )  b  x
cf x( )  a

 ， 2x ( 2m) 
a x( )  b

 f  x
c x( )  a

 cf x( )  a
af x( )  b
 c a
cf x( )  a

af x( )  b
a b



x 
   


22

2 2

a f  x ab  bcf x  ab a bc f x
f x

acf bc  acf x  a a  bc
   ， f x是周期为 2m的周期函数．

当 f x是周期为 2m的周期函数时，有 f x m( )   x  1  x ，令 f (x m )
af x( )  b  x
cf x( )  d

 ，

则
af x( ) b

 y f
  bx

cf x( )  d
yd 


cy a

x 1

cf x( )  a
 df x( ) b

  ，故  a d时， x  1 x．

图 1：(x)  x
图 2：

x
(x) 

1
图 3：

x

x




1
(x) 

1
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我们可以根据蛛网图来形象表达迭代原理，具体原理可以参考《秒 2》的数列的本质部分，这里不详细

叙述，周期数列和周期函数本质上是一样的，源于一个函数的 n次迭代，其最终的结果就是经过 n次迭代后

能回到最初的 f (x) ．

)
f x( )  3

（5） f (
1 3 f x( )

x m ，则 f x 是以3m为周期的周期函数．

证明：

3
3

f x( )  3
 3

2( ) 3 1 3 ( ) 3 1 3 f (x)
3( ) )

1 3 ( ) 3 3 f (
31

1
3
f (x)  3

+1
31 ( ) 1 3 f (x)

f x( m

f x m 
f x  m f (x m

(f x
f x  2m f (x m x m

) 


 )  f x m   
 )  ) 


 f x m

代表函数： f (x)  tanx，则
x

x
f (x

1 3tan

3tan

3


 ) 


， f (x  )  tanx， T  ．

（6） f (
1

f( x( )  0)
)

x  m
(f x

) 1 ，则 f x 是以3m为周期的周期函数．

1 1 1 1
证明： f ( 3x m ) 1 )

1 1) 11 1 1
) f x( )

f (x
f x ( 2m

f x(  m


 1   

f (x m )   
（图 4）

综合（5）和（6），我们得到定理 2：当一个函数 f x m( )   x 时，则可以根据迭代推出 2f ( 2x m )   x ，

3f ( 3x m )   x =f (x) ，那么 f x是周期为3m的周期函数，我们可以得出定理 2．

x( )
定理 2：函数 f (x m )

af  b
cf x( )  d

，当仅当 a d 2  ad bc 时， f x是周期为3m的周期函数．

图 4：
x

(x) 1
1

图 5：
x

x




1
(x) 

1

 f1 (x)
（7） f (

 f1 (x)
x  m)  ，则  4T m

证明：

1
1 (f x)

)
=




1 (
1 (f x
f x

)
)

= 
1

 f1 ( )
1 (f x)

f x( m
f x ( 2m

f (x
) 

1
x m ) 1

．
1

)= )
)

f ( 4x m f (x
f x ( 2m

  （图 5）

代表函数： f (x)  tanx，则
1 tanx

1 tanx
f (x

4


 ) 


， f (x  )  tanx， T  ．

x( )
m )定理 3：函数 f (x

af b

cf x( )  d


，当仅当 a d 2  2 ad bc 时， f x是周期为 4m的周期函数．

f x(1 3 )
（8） f (

 f3 (x)
x m


)  ，则  6T m

1 3 tan
代表函数： f (x)  tanx，则 f (  )

6 3 tan

x
x

x

 
， f (x  )  tanx， T  ．

定理 4：函数 f (x m )
af x( )  b
cf x( )  d

，当仅当 a d 32  ad bc 时， f x 是周期为 6m的周期函数；

当 a d 2
3   ad bc 时，不会再产生周期函数．
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周期函数的迭代定理：若 f x m( )  f  x  ，则存在 2f ( 2x m )  f   x ， 3f ( 3x m )  f   x ，一定

n存在最小的正整数 n，使得 f  x  f x 成立，即 f ( f  x   f  xx nm) n ，nm即为这个函数的最

小正周期．

（9） f ( )x f ( x )a  f (x  )a ，则 f (x) 是以6a为周期的周期函数．

证明： f x( ) f x ( )a  f x(  a) f x( )a  f x  a2   f x  f x( ) f x ( a2 )  f x( )  f x(  a ,)

0  f (x  2 )a  f (x  a); (f x  a)   f (x  2 )a  (f x)   (f x  3a) f x  3a  3a  f x  6a
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  
代表函数： f (x)  sinx，则 f (x  )  f (x  )  2sin xcos  sin x  f (x) ， T  2 ．

【例 1】定义在 R上的奇函数且 f (x  2)  f (x  2) ，且 f (1)  2 ，则 f (2)  f (7)  ．

【解析】 因为 f x   f x2 2 ，知 f 4  x f  x 。所以  f f7 3   f 1   f 1   。2

又   f f2 2 且  f f 2 2   f4 2 ，所以 f   2 0 ，从而  f f7 2   .2

【例 2】对任意整数 x ，函数 f (x) 满足 f x( 1 )
 f1 (x)

，若 f (1)  2 ，则 f (2020)  ， f1 (x)

f (2019)  ．

【解析】因为 f 1  
1

x


1

f x

  xf x




，所以 f x 2    x 






2

1
1

1 1
1

1
1

f x
f x
f x f x
f x





  






，所以

x 3    x  




x 3

1
1

1

11
1

f x f x
f

f

f x

 
  

  


  


， f 4   x x 






4

1
1

1

1
1

1

f x
f x

f  xf x
f x





 






， 所 以

2020 1    f      f


 
1 3

1 1 1
4 504 4 4 1 34

1 3
f   f f

f


   


，

2019  f  1f 23 1   2

1 1
4 504 3

1 2
  ff

f
  3        

【例 3】设函数 f(x)的定义域关于原点对称且满足：
)

) 1
(ii) f (

12

21
21 f (x )  f (x

f (x )  f (x
x  x )  ； (ii) 存在正常数 a使

f (a) 1．

求证：（1） f (x) 是奇函数；（2） f (x) 是周期函数，且有一个周期是 4a．解 】 （ 1【 析 ） 令 1 2x  x x ，

f x   f x 
x  f x 

 2 1 2 1
2 1 1 2

1 2 2 1

f x  f x  f 1 1
f   x f x  x f x  x     

f x  f x
  f x ，所以 f x 是奇函

数.

所 以 x

x 


x 

2

1
1

1 1
2

1
1

1

f

 f x
f x a  f  x  a  a f x f x

f





    






， 所 以

 x   
f  a f x 
 a f x

 
f  a  1 1 1

1
1

f  a f x f x
(2)因为 f x a  f x  a f f  a  f x  f  x

   
 

    
，

f x a   f x4 2 a   a2 x   4

1 f x
f x 2 a

  


，故 f x 是以 4a为周期的周期函数.



【例 4】已知函数 f x 的定义域为 N ，且对任意正整数 x，都有 f x( ) (f x 1)  f (x 1 )．若 f (4)  2020 ，

求 f (2020)的值．

【 解 析 】 因 为 f x  f x    f x1 1  ， 所 以 f x  f x    f x   f x2 1  ， 所 以

f x 0 2   f x 1 ，所以 f x    f x1 2  f x    f x   3 f x  3  3 f x  ，6

则 f x 是以 6 为周期的周期函数，又 2020 6 336 4，所以 2014 f f 4  2020 .

【例 5】定义在 R上的函数 f (x) 对任意实数 a、b都有 f (a  b)  f (a  b)  2 f (a)  f (b)成立，且 f (0)  0．

（1）求 f (0) 的值；

（2）试判断 f (x) 的奇偶性；

（3）若存在常数 c  0使
f c( )  0

f (c)  0 ，试问 f (x) 是否为周期函数？若是，指出它的一个周期；若不是，请说

明理由．
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【解析】（1）令a b  0 ,则  f f0 0   2 f  0  f  0 ，所以2 0 f f  0   1 0 ，所以 f   0 1；

（2）令a  0， b x，则 f  x f  x  f2 0   f  x，由 f   0 1可得 f   x f  x，所以 f x 
R是 上 的 偶 函 数 ， 又

f x c   c  f x  c  c  f x  c  f c2 0  f 2x c    f x   x ；（3）令 a x  c，

b c，则 2    xf  4x c    f    x  f x，故 f x 是以 4c为周期的周期函数.

【例 6】已知
f x( )

1 ) 1f x(
1

( f x( )  0) ，若 f (1)  2，求 f (2019)和 f (2020)的值．

1【解析】因为  1
1f x


  xf x

   ， f x 2  x  2

1

1f x
    

 3，  3x x   f xf     ，

故T  3，所以 22019 f f 3  671 3   3f    1   1 ， 2020 f f 3  672 1   1f  2 .

【例 7】设
x

x
f (x




1
) 

1
，又记 f1(x)  f (x) ）， fk1(x)  f [ fk (x)]， k 1， 2，   ，则 f2018 (x) （

A． 
1

B． x C．
1

1

x 
x

D．
1 x
x1

x

【解析】因为 f x 1

1 x

1 x


 ， a 1，b 1， c  1， d 1，所以 a d  22  ad bc ，故T  4 ，

2018 2

1
f x   f  x

x
 ，故选 A.

【例 8】已知 f x   1

1 3

x

x


 1， xf    f f   x ，f x2 1  x f f  ，…，  n 1 nff x   f  x ， 则 2020 ）f  2 （

A． 
1

7
B．

1

7
C．

3

5
 D．3

【解析】由 f x   1

1 3

x

x




,a 1,b 1, c  3, d 1得, a d 2  ad bc 所以T  3，易知 3 为 f x 的

3n迭代周期，故 f   x f  x 1

1

31
   x

， f x
x




， 2020 1f   x f  x ， 2020 1

3
2  f f   2  ，故选 C.

f x(
【例 9】设函数 f x( ) 是定义在R上的奇函数，对于任意的 xR，都有 f x( 2 )

1 )

 f1 (x)



5

，当 x 0 1时，

f ( )  2x x，则 f (11.5)  ．



2【解析】由 f x 


1

1

f x
f x


 


， a  1 ， b 1， c  3 ， d 1 得， a d  0 ，所以 T  4 ，故

11.5   f f 0.5   1 .

【例 10】函数 f (x) 在 R上有定义，且满足 f (x) 是偶函数，且 f   0 20 ， g x f x 1是奇函数，则 f 2018
的值为 ．

【解析】因为 g x  f x 1是奇函数，故 f x  g x 1关于点 1,0 对称，又 f x 是偶函数，故

T  4，且点 1,0 也是 f x 的对称点， 2018 f f 2  4504  2f ，又因为  f f2 0   ，0
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故 f 2018   20 .

第二讲 函数对称与周期的关系

定理 5：若函数 y  f (x) 的图像关于直线 x  a， x  b都对称，则 f (x) 为周期函数且 2 b a 是它的一个周

期．

推论：若偶函数 y  f (x) 的图像关于直线 x  a对称，则 f (x) 为周期函数且 2 a 是它的一个周期．

代表函数： f ( )  cosx x，则 f x( ) 关于直线 x  0 和 x   对称， T  2 ．

证明定理 5：函数 f x( ) 满足 f (a  x)  f (a  x) 且 f (b  x)  f (b  x) ，则可推出 f ( )x f (2 a )x  f 2b  x ；

0 0

令 2t a  x，则 x 2 a t，f ( )t f 2 b 2a  x f [x 2 (b  )a ]，即可以得到 y  f (x)的周期为 2 b a ，

即可以得到：如果函数在定义域内关于垂直于 x轴两条直线对称，则函数一定是周期函数．

定理 6：函数 y f ( )x xR的图象关于两点 A ,a y 、B b, y 都对称，则函数 f x( ) 是以 2 b a 为周期的

周期函数．

推论：若奇函数 y  f (x) 的图像关于 Aa,0对称，则 f(x)为周期函数且 2 a 是它的一个周期．


代表函数： f ( )  tanx x，则 f x( ) 关于原点和 ( ,0)

2
对称， T  ．

证明定理 6：函数 f x( ) 满足 f (a  x)  f (a  x) 且 f (b  x)  f (b  x) ，则可推出 f (x)  f (2a  x)  f (2b  x)；

0

令 2t a  x，则 x 2 a t， f ( )t f 2 b 2a  x f [x 2 (b  )a ]，即可以得到 y  f (x) 的周期为 2 b a ，

即可以得到：如果函数在定义域内关于垂直于 x轴两条直线对称，则函数一定是周期函数．

定理 7：函数 y f ( )x xR的图象关于 A ,a y 和直线 x  b都对称，则函数 f x( ) 是以 4 b a 为周期的

周期函数．

推论：若奇函数 y f ( )x 的图像关于直线 x  a对称，则 f (x) 为周期函数且 4 a 是它的一个周期．

代表函数： f ( )  sinx x，则 f x( ) 关于原点和 x


 对称， T  2 ．

定理 8：周期为T的奇函数一定关于点
T

( ,0)
2

2

对称，周期为T的偶函数关于直线
2

x 
T
对称．

引论：（1）函数 y  f (x) 关于 x  a对称 f (a  x)  f (a  x)

f (a  x)  f (a  x) 也可以写成 f (x)  f (2a  x) 或 f (x)  f (2a  x)

简证：设点 ( 11x , y ) 在 y  f (x) 上，通过 f (x)  f (2a  x)可知， y1  f (x1)  f (2a  x1)，即点 (2a  x1 , y1) 也

在 y f ( )x 上，而点 (x1, y1) 与点 (2a  x1 , y1) 关于 x  a对称．得证．

若写成： f (a  x)  f (b  x)

（1）函数 y  f (x)关于直线
22

x 
(a  x)  (b  x)


a  b

对称

（2）函数 y  f (x)关于点 (a,b)对称 f (a  x)  f (a  x)  2b

上述关系也可以写成 f (2a  x)  f (x)  2b 或 f (2a  x)  f (x)  2b．

简证：设点 ( 11x , y ) 在 y  f (x) 上，即 y1  f (x1)，通过 f (2a  x)  f (x)  2b可知， f (2a  x1)  f (x1)  2b，

所以 f (2a  x1)  2b  f (x1)  2b  y1 ，所以点 (2a  x1,2b  y1)也在 y  f (x) 上，而点 (2a  x1,2b  y1)与

(x1, y1) 关于 (a,b)对称，得证．
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【例 11】设 )(xf 是定义在 R上以 6 为周期的函数， )(xf 在(0，3)内单调递减，且 )(xfy  的图象关于直线

3x  对称，则下面正确的结论是（ ）

A． )5.6()5.3()5.1( fff  B． )5.6()5.1()5.3( fff 

C． )5.1()5.3()5.6( fff  D． )5.1()5.6()5.3( fff 

【解析】 因为  f x 关于直线 3x  对称，又 6T  ，  f x 在区间  0,3 单调递减，故  f x 在区间  3,6

单调递增，          3.5 2.5 1.5 6.5 0.5f f f f f    ，故选 B.

【例 12】（2018•邕宁模拟）定义在 R上的偶函数 ( )f x 满足：对任意的实数 x都有 (1 ) ( 1)f x f x   ，且

( 1) 2f   ， 1)2( f ．则 )2017(...)3()2()1( ffff  的值为（ ）

A．2017 B．1010 C．1008 D．2

【解析】 由题意可得，    f x f x  ，又    1 1f x f x   ，可得    2f x f x   ，得

   2f x f x  ，因此  f x 是周期为 2 的周期函数，所以      1 1 2 1 2f f f n     ，又

   2 2 1f f n   ， 于 是    2 1 2 1nf n f   ， 所 以

     1 2 3f f f   ∙∙∙  2017f   1 1008 2 1008 1010f     ，故选 B.

注意：偶函数关于直线 1x  对称是推出 2T  的关键．

【例 13】（2018•三明二模）已知定义在 R上的奇函数 ( )f x ，当 0x 时，恒有 ( 2) ( )f x f x  ，且当 [0x ，

1]时， ( ) 1xf x e  ，则 ( 2017) (2018)f f  （ ）

A．0 B． e C． 1e  D．1 e

【解析】 由 0x  时，恒有    2f x f x  ，可知函数  f x 的周期为 2.所以    2017 1f f ，

   2018 0f f ，又  f x 是奇函数，所以    2017 2017f f  ，而当  0,1x 时   xf x e ，所以

               1 02017 2018 2017 2018 1 0 1 1 1f f f f f f e e e               ，故选 D.

【例 14】（2019•桥东月考）已知定义在 R 上的函数 ( )f x 满足 ( 2) ( )f x f x   ，当 (0x ， 2] 时，

( ) sinf x x x  ，则 (1) (2) (3) (2019)f f f f   （ ）

A．6 B．4 C．2 D．0

【解析】 根据题意，函数  f x 满足    2f x f x   ，而    4f x f x  ，即  f x 是周期为 4的周

期函数，当  0, 2x 时，   sinf x x x  ，则  1 1 sin 1f    ，  2 2 sin 2 2f    ，又由

 2f x   f x  ，则    3 1 1f f    ，    4 2 2f f    ，则有        1 2 3 4 0f f f f    ，

则

f 1    f f2 3  ∙∙∙ 2019 f f 1 2  f 3 f 4    f  5f 6  f 7  f 8 f  ∙

∙∙  2013f f 2014   2015f   2016f      2017f   2018f   2019f    2020f 

 f 1    f f2 3   ,2 故选 D.
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【例 15】（2019•渭南一模）定义在 R上的函数 f x( ) 满足：f ( 6 )x f ( ) ，x 当 x 3 1 时，f x( )  (x  2)2 ；

当 x 1 3时， f ( ) x x，则 (1)f f (2)  (3f )  (f 2019) （ ）

A．336 B．337 C．338 D．339

【解析】 因为 f 6  x f  x ，当   x 3 1 时， f x   x  22
；当  x 1 3时， f   x x，

所 以 f   1 1 ， f   2 2 ，  f f 3 3   ，1  f f 4 2  ，0  f f 5 1   ，1

 f f6 0   0 ，所以  1f f   2 f  f   3 4 5 6f   f  1，因为 f 6  x f  x ，所以

f x 的周期为 6，所以  f f 1 2  f 3 ∙∙∙ f 2019   336  1 f f 2  3f  338，故选 C.

【例 16】（2013•湖北） x为实数， x[ ]表示不超过 x的最大整数，则函数 f ( )x x  [ ]x 在 R上为（ ）

A．奇函数 B．偶函数 C．增函数 D．周期函数

【解析】因为 f  x x  x ，所以 f   x f x    f x1 1  x  1 x  1 x  1 x  x  f  x ，

所以 f  x x  x 在R是周期为 1 的函数，故选 D.

【例 17】（2009•江西）已知函数 f x( ) 是 ( ,) 上的偶函数，若对于 x0，都有 f ( 2 )x f ( ) ，x 且当 x[0，

2) 时， 2f x( ) log (x 1)，则 ( 2008) f f (2009) 的值为（ ）

A． 2 B． 1 ．2DC．1

【解析】 因为
1 2
2 22008  f f 2009   2008f   2009f   0f   1f l o g log 1 ，故选 C.

【例 18】（2009•重庆）已知函数 f x( ) 周期为 4，且当 x ( 1，3] 时，
1 1,1]

1 |  2 |, x (1,3]
f x( )  

m x2 , x

x

   (


，其中m  0．若

）方程 f3 ( ) x x恰有 5 个实数解，则m的取值范围为（

3 3 3
A． (

15
，

8
) B． (

15
， 7) C． (

4

3
，

8
)

3
D． (

4

3
， 7)

【解析】 因为当 x 1,1 ，将函数化为方程 x  
2

2
2

y 0
m

y
 1  ，所以实质上是一个半椭圆，其图像如

图所示，同时在坐标系中做出当 x1,3得图像，再根据周期性作出函数其它部分的图像，由图易知直线

3
    

2
2

2
y 

x
与第二个椭圆  x

m

y
4 1 y 0 相交而与第三个半椭圆 x 8   

2
2

2
y 0

m
 

y
1  无公共交点，

方程恰有 5 个实数解，将 y 
x
代入  x  

2
2

2
y 0

3 m
 

y
4 1  得， 9 1 m x2 2 72m2x 135m2 0 ，令

t  2m t 9 0 ，则  t x2 1 8tx 15t  0，由 t 1   2 8 4t t15   0，得 t 15，由 m2 9 1 ，5

且m  0得
15

3
m  ，同样由

3
  

2
2

2
y 0y 

x
与第三个椭圆 x

m
 

y
8 1  由  可计算m  7 ，综上

可知m
15

, 7
3


 


，故选 B.



【例 19】（2011•上海）设 g x( ) 是定义在 R上，以 1 为周期的函数，若函数 f ( )x x  g( )x 在区间 [3， 4]上

的值域为 [ 2 ，5]，则 f x( ) 在区间 [ 10 ，10]上的值域为 ．

f  x x  g  x 3, 4的值域是 2,5，令 x 6  t ，当 x3, 4时， t x  6 9,1 0 ，此时，

f t  t  g  t  x  6 +g 6  x x  6 +g  x  x+g   x  6 ， 所 以 ， 在 t9,10 时 ，

f t 4,11 ∙∙∙(1), 同 理 ， 令 x 13  t ， 在 当 x3, 4 时 ， t x 1310,9 ， 此 时 ，

f t  t  g  t   x 13  g  x 13  13  x g  x  x g  x 13，所以，当 t  10,9时，

f t   15,8 ∙∙∙（2），由（1）（2）得到， f t 在10,10上的值域为15,11，故答案为15,11 .
解法二 由题意 f  x x  g x在R上成立，故 f x  1 (x 1)  g x  1 ，所以 f x   f x 1 1 ，

由此知自变量增大 1，函数值也增大 1，故 f x 在10,10上的值域为15,11，故答案为15,11 .
【例 20】（2018•全国） x1 、 x2 R， f (0)  0，且 1 2 1 2 1 2f (2 )x f (2 )x  (f x ) x  (f x ) x ．

（1）求 f (0) ；

（2）求证 f x( ) 为偶函数；

（3）若 f ( )  0 ，求证 f x( ) 为周期函数．

【 解 析 】 （ 1 ） 由 f  x f2 2 x  f   f 1 2 1 2 1 2  x x  x x  ， 可 令 x2 1x  0 ， 可 得

 f f0 0   f 0   f 0 ，由 f   0 0 ，可得 f   0 2 ；

（2）证明：可令 x1  2

x
， 2 2
x  

x
，则 f  x f  x  f    f x 0 2 f x ，可得 f   x f  x，
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则 f x 为偶函数；

（ 3 ） 证 明 ： 可 令
2

x1
x

  ， 2 2
x 

x
， 则 f x   f x   f x   f 2 0  ， 即 有

f x  2  f x ，将 x换为 x  2 ，可得 f   x f4 2 x   f ，可x 得 f x 为最小正周

期为4 的周期函数.

达标训练
1．（2019•长沙月考）已知函数 f x( ) 的定义域为 R．当 x  0 时，f x( ) x3 1；当  x 1 1时，f ( ) x f ( )x ；

当
1

2
x  时，

2 2
）f x( )  f x(

1 1
 ) ，则 f (2019) （

A． 2 B． 1 C．0 ．2D

2．（2019•赤峰模拟）设定义在 R上的函数 f x( ) 满足 f ( 2 )x f ( ) ，且x
1,2 0

)
1,0 2

x
(f x

x

 
  


 ，则下列函数

值为 1的是（ ）

A． f f( (5.5)) B． f f( (4.5)) C． f (3.5) D． f (6)

3．（2019•宜宾模拟）已知函数 f x( ) 满足 f (0)  2，且对任意 x R都满足 f ( 3 )x f ( )x ，则 f (2019) 的

值为（ ）

A．2019 B．2 C．0 D． 2

【 解 析 】 解 法 一 因 为 g x  为 R 上 周 期 为 1 的 函 数 ， 则 g x  g x 1 ， 又 因 为 函 数

4．（2019•渝水月考）函数 f x( ) 的定义域为 R，且 f x( ) (f x  3) ，当 x 2 0时， f x( ) (x 1)2 ；当 x 0 1

时， f ( )  2x x 1，则 f (1)  f (2)  f (3)      f (2018) （ ）

A．671 B．673 C．1343 D．1345

5．（2018•龙岩期末）设函数 f x( ) 是定义在 R 上的奇函数，满足 f x( 1 )  f (x 1) ，若 f ( 1) 1 ，

f (5) 2 a a2 4 ，则实数 a的取值范围是（ ）
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A． ( 1,3) B． (， 1) (3 ， )

）

C． ( 3,1) D． (， 3) (1， )

6．（2018•杭州期末）已知函数 f ( )x x( R) 的周期为T T ( 0) ，且在 (0,T )上单调，则（

A． f x2( )是周期函数，且在 (0, T )上单调 B． f x2( )不是周期函数，且在 (0, T )上单调

C． f x2( )是周期函数，且在 (0,T 2 )上单调 D． f x2( )不是周期函数，且在 (0,T 2 )上单调

7．（2018•泉州二模）已知定义在 R上的奇函数 f x( ) ，满足 f ( 4 )x f ( )x ，且在[0 ， 2]上单调递减，则

（ ）

A． f （8） (11) f f (15)

C． f (15) (11) f f （8）

B． f (11)  f (8)  f (15)

D． f (15)  f (8)  f (11)

8．（2019•昌江期中）定义在 R上的函数 f x( ) 满足 f ( 2 )x f ( )x ，当 x[3，5]时， f x( )  2 | x  4 | ，则

下列不等式一定不成立的是（ ）

A． (sin )
6 6

(cos ) f f
 

B． (sin1) f f (cos1)

C． (cos ) f f (sin
2 2

)
33


D． (sin 2) f f (cos 2)

9．（2018•张家界期末）已知 f x( ) 在 R上是奇函数，且满足 f ( 4 )x f ( )x ，当 x (0,2) 时， f ( )  2x x2 ，

则 f (2019) 等于（ ）

2

A． 2 B．2 C． 98 D．98

10．（2018•温州模拟）已知定义在 R上的函数 f x( ) 的最小正周期等于T，则下列函数最小正周期一定等于
T

的是（ ）

A． f (2x) B． f
x

( )
2

C． f2 (x) D． f x2( )

1
11．（2018•葫芦岛一模）设偶函数 f x( ) 对任意 x R，都有 f x(

)f (x
3 )  ，且当 x [ 3，2]时，f ( )  4x x，

）则 f (107.5) （

A．10 B．
1

10
C． 10 D． 

1

10

12．（ 2018 •澧县一模）已知函数 f x( ) 是定义域为 R 的周期为 3 的奇函数，且当 x (0,1.5) 时

f x( ) ln(x2  x 1) ，则方程 f x( )  0 在区间 [0 ， 6]上的解的个数是（ ）

．9DA．3 B．5 C．7

13．（2017•珠海期中）设 f x( ) 是定义在 R上周期为 2 的函数，且对任意的实数 x，恒有 f x( ) f ( x)  0 ，

）当 x[0，1]时， f ( )   1x x2 ，则函数 g x( ) f x( )  ex 1 在区间 [ 2018，2018]上零点的个数为（

A．2017 B．2018 C．4034 D．4036

14．（2017•福建月考）已知定义在 R上的偶函数 f x( ) 满足 f ( 2 )x f ( )x ，且当 x[0，1]时， f ( ) x x，

则函数 g( )x f ( ) x log4 | |x 的零点个数是（ ）

．4CA．0 B．2 ．6D

）15．（2017•台州一模）若函数 y f ( )x 是定义在 R上的周期为 2 的奇函数，则 f (2017) （

A． 2017 B．0 C．1 D．2017

16．（2017•昆都仑月考）已知 f x( ) 是定义在 R上周期为 2 的偶函数，且当 x[0，1]时， f x( ) 2x 1，则

函数 5 ）g( )x f ( ) x log | |x 的零点个数是（

．6C．B 4A．2 ．8D

17．（2019•成都月考）已知函数 f x( ) 的定义域为 x{ | x k ， k Z}，且对于定义域内的任何 x、 y，有

(
)

f x y )
f x( ) f (y

f ( ) y f (x

) 1
）成立，且 f （a） 1(a为正常数），当 x 0 2a时， f x( )  0 则（

A． (3f a) 1

C． f x( ) 在[2a， a3 ]上单调递增

B． f x( ) 是偶函数

D． 4a为 f x( ) 的周期
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18．（2019•上海模拟）函数 f x( ) 周期为 1，且当  x0 1时， 2f ( )   logx x，则
2

f
3

( )  ．

19．（2019•江苏一模）已知函数 f x( ) 是定义在 R 上的奇函数，且 f ( 2 )x f ( )x ．当  x0 1 时，

f ( )x x3  ax 1，则实数 a的值为 ．

20．（2019•雁塔一模）设函数 f x( ) 是定义在 R上的以 5 为周期的奇函数，若 f (2) 1， f（3）
2 3

3

a a

a





，

则 a的取值范围是 ．

21．（2019•南关月考）已知偶函数 y f ( )x 满足条件 f x( 1 ) f (x 1) ，且当 x [ 1，0]时，
9

f x( ) 3x 
4
，

则 1f (log 5) 的值等于 ．
3

22．（2018•南岗月考）已知函数 y f ( )x 是 R上的偶函数，对于 x R都有 f ( 6 )x f ( )x  （f 3）成立，

且 f ( 4)  2，当 x1 ， x2 [0， 3] ，且 1 2x  x 时，都有 1 2

1 2

f x( ) f (x )
 0

x x


．则给出下列命题：

① f (2018)  2 ； ②函数 y f ( )x 图象的一条对称轴为 x  6 ；

③函数 y f ( )x 在 [ 9 ， 6]上为增函数； ④方程 f x( )  0 在 [ 9 ，9]上有 4 个根；

其中正确的命题序号是 ．

23．（2018•香坊期中）设函数 f x( ) 是定义在 R上的偶函数，且对任意的 x R恒有 f x( 1 ) f (x 1) ，当 x[0，

1]时， f x( )  2x1则：（1）2 是函数 f x( ) 的周期；（2）函数 f x( ) 在 (2,3) 上是增函数；（3）函数 f x( ) 的最大

值是 1，最小值是 0 ；（4）直线 x  2是函数 f x( ) 的一条对称轴．其中正确的命题是 ．

1 tan
24 ．（ 2019 •溧 水期 中） 已知 tan(

14 tan

x
x

x

 
) 


，  tany x 的 周 期 T   ， 函数 y f ( )x 满 足

) 
 f1 (x)

 f1 (x)
f x(  a ， x R， (a是非零常数），则函数 y f ( )x 的周期是 ．

25．（2019•衡阳一模）定义在 R上的函数 f x( ) 满足： f x( 2 )
 f1 (x)

，当 x (0,4) 时， f x( ) x2 1，
 f1 (x)

则 f (2019)  ．

f ( ) x f ( )y
且 f （1） 1，则26．（2019•寿县月考）已知函数 f x( ) 对定义域内任意 x， y，有 f x( )y 

 f1 (x f) (y)

f (2019)  ．

1) 
f1 (x

27．（2018•海安模拟）已知函数 f x( ) 满足： (1) 2 ,f f (x
)
，则 f (2018)  ．

 f1 (x)

28．（2016•全国）定义域为 R的偶函数 f x( ) 为周期函数，其周期为 8，当 x [ 4，0]时， f ( )x x 1，则

f (25)  ．

29．（2014•四川）设 f x( ) 是定义在 R上的周期为 2 的函数，当 x [ 1，1) 时，
x24 2 , 1 0

)
0, 1

x
(f x

x x

 
 





，

则
2

f
3

( )  ．

30．（2012•江苏）设 f x( ) 是定义在 R上且周期为 2 的函数，在区间 [ 1，1]上， )
2

,0 1
1

(f x 


bx 
 x 

x 
，

2 2
其中 a， b R．若 ( ) f f

1 3
( ) ，则  3a b的值为 ．

31．（2019•岳麓期末）设 f x( ) 是定义在 R上的偶函数，其图象关于直线 x 1对称，对任意 x1 ，x2 [0，
1

2
]，

都有 1 2 1 2f x x( )  f x( ) f x( )，且 f （1） a  0．

（1）求
2

f
1

( )及
4

f
1

( )；

（2）证明 f x( ) 是周期函数．

32．（2012•上海）已知 f x( ) lg(x 1)．

（1）若 0 ( 1f x2 )  f (x) 1，求 x的取值范围；

（2）若 g x( ) 是以 2 为周期的偶函数，且当 x 0 1时， g( ) x f ( )x ，求函数 y g( )x ( x [1， 2])的反函数．

33．（2005•广东）设函数 f x( ) 在 ( ,) 上满足 f (2 ) x f (2  )x ， f (7 ) x f (7  )x ，且在闭区间[0 , 7]

上，只有 (1)f f (3)  0．

（1）试判断函数 y f ( )x 的奇偶性；

（2）试求方程 f x( )  0 在闭区间 [ 2005， 2005]上的根的个数，并证明你的结论．

0ax 1, 1x 
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专题 6 三角恒等变形求值
第一讲 三角恒等求值

一些非特殊角的三角恒等变形求值题，由于最后得出的是一个具体的数值，故将其设为一个元 t，再利用

恒等变形公式计算出结果．

【例 1】利用三角公式化简： sin 50 1  3 tan10（ ） .

【解析】 sin 50 1  3 tan10（ ） t，即= sin 50（1  3
sin10

cos10



）=t ．

sin 50（
cos10 3 sin10

cos10
t sin 50  2 sin 10 30  cos10  2 sint 50cos 50  cos10t

  
     


）= ，

即 sin100  cos10  cos10t t 1．

【例 2】求 tan 20  4sin 20的值．

【解析】令 tan 20  4sin 20  t ，即

sin 20
4 sin 20

cos 20
sin 20 4 s in 20 cos 20 c os 20t  t


 



2sin 40  cos 20  sin 20 t t sin 70  cos 70  2 1 sint 70   ，则必须满足条件．

2

, tan  
1 1 1 2

3
370 40

t
t

   30  t 
    

．

【例 3】求 tan 70 cos10 ( 3 tan 20 1) 的值．

sin 20 cos 20
t【解析】令 tan 70 cos10 ( 3 tan 20 1) t ，即

cos 20
cos10 ( 3

s


in 20 
1) 


，

即 cos20 cos10  3sin 20 co s 20  s in 20 co s20 c os10 2 s in 20 30 t t sin 20 ，

2cos10  sin 10 s in 20 t  sin 20 ，故 t  1.

【例 4】
3－sin

2

70°

2－cos 10°
等于 ．

【解析】令
2

3 sin 70

2 cos 10
t





cos 20

22 2
 
t

，则3 sin 70  2 c os2 10  2t t  1 cos 20 t
3

3
 si n 70t 

3
3
t  sin 70 sin 70 sin 70

22 2
 1 
 

t
 
t

 
 

，因为 0sin 70为常数，故1
2

t
  ，即 t  2 .

【例 5】化简：
cos85 sin 25cos30  

cos25
．

【解析】令
cos85  sin 25cos30

cos25
t





  t

3
，即 cos85  sin 25 cos25 sin 25  cos25

3
 t cos85

2 2


sin 2t 5    sin 5 
2

2

3
1

  
3 1

sin 25  t cos
3

25 4
2 2

30
 t




t 

 

  

.

【例 6】求值：

4

sin 40  sin 50 1 3 tan10 
sin 65 1  cos50

．

【解析】令
sin 40  sin 50 1 3 tan10 

sin 65 cos50
t

1  
，即 sin 40  sin 50 1 3 tan10   t sin 65 1 cos50 .

sin 40  sin 50
cos10 3 sin10

2t sin 65cos 25
cos10

   
  

  
.

即 sin 40 cos10  2sin 50 sin 40 2 t sin 65 cos 25cos10 2
cos50 1

cost 10
2

     ，即

sin 40 cos10  sin80 2t
cos50 1

cos10 sin 40 cos10 cos10
2 2

2
sin 40 1

cos10t
   

       ，

同时除以 cos10得： sin 40 2
sin 40 1
t 1

2
  .t 2

22

t 
 1
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秒杀秘籍：第二讲 sin 2x  2cos x与 sin 2x  2sin x类型的数形结合方法

【例 7】（2018•全国Ⅰ卷 16）已知函数 f   2sinx x  sin 2 ，则x f x 的最小值是_________．

3
【解析】 f x  2 3sin xcos x  2 3 cos x 2sin x 2 3 c os x 2 3 co s x sin x 1  4 sin

 
x 


,

如图,以 AB

为直径作一单位圆，C为圆上的任意一点，CD  AB于E， OCE  x，

3 3ACD

 
f x   2 3 cos x 1 sin x  4sin x

  2 3 S 4sin x
  

  
   

，当仅当

x=
6


时，两式子同时取得最

大值，故
2

f x max


17
．

【例 8】已知函数 f   3sin 2x x  2sin 4x 3 cos ，则x f x 的最大值是_________．

【解析】 f   2sinx x  sin 2 2x s in 1x co s ，x 如图，以 AB为直径作一单位圆，

C 为 圆 上 的 任 意 一 点 ， CD  AB于E ， COB  x ， sin Cx  y CE ，

1 cos 1 Cx   x A E , 故 ACDf x S 2sin x 1  cos x 2 ， 当 仅 当

x  CAD  60时，SACD 取得最大值
3 3

4
由于 f   2sinx x  sin 2x为奇函数，故

当仅当 x= 6 0 时， f x 的最小值是 
3 3

.
2

 

秒杀秘籍：第三讲 探秘 f ( ) sinx xcos x sinm x cosn x最值

定理：若 m n  0 , f (x) 存在最大值， 若m n  0 , f (x)存在最小值，若m n  0 , f (x)最大最小都可根据奇

sin x
=

+m cos x
偶性来求．其中求最值的充要条件：

cos x +n sin x
证明最大值时如下：

①必要探路：若 ,
63

x
p p

= Û最大值， 若
63

x = - , -
p p

Û最小值．（在 2018 高考题解答中给到了数形结合）

x
 t

cos x n  sin x
②

sin x m 


cos
，则

+m cos
=

x
t

+n t cos x 2
cos

1
x 
m tn

t





，

2

2
sin

1
x 
tm  t n
t 

， sin x cos2 2 x 1，则 t ？（也

可以考虑万能公式，参考例题 23）

【例 9】（2018•全国Ⅰ卷 16）已知函数 f   2sinx x  sin 2 ，则x f x 的最小值是_________．

sin

cos

x

x


1 cos

sin

x

x
，按照必要探路法， sin x  cos x ，

3
sin

2
x




 ，满足最值的式子，此时求得最大值，

3
sin

2
1

2

x


 




cos 
，满足最值的式子，此时求得最小值为

3 3

2
 .

1

2



cos 

【解析】 由 f x  2sin x  sin2x 2 sin x cos x sin x m 1， n  0 ，取得最值时

1 cossin 2
cos sin

xx

x

3
 

 ，按照必要探路法，求最小值时通常取负号，

3 3
sin

2
x


 

 ，满足最值的式子，

此时求得最小值为
3 3

2
 2 .

【 解 析 】 1   
3 3

2 2 2
f x x

 
 sin xcos x sin


x cos

1
  m 1   2 

   
,

1

2
n   , 取 得 最 值 时

1

2



cos 2
x

1
 

【例 10】已知函数 f   sin 2x x  2  3sin cx os ，则x f x 的最小值是_________．



【例 11】（张联忠老师提供）求 f x  sin xcos x  sin
5

cos
3 2

x


 x(0 x ) 的最大值．

【解析】 由 f x  sin x cos x sin
5

cos
3

  x  m 1，
5

3
n  ，取得最值时
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照必要探路法，sin x  cos x ，求最大值时取正号，

5
sin

3
2

3

x







cos 
，满足最值的式子，此时求得最大值

7 5

9
.

【例 12】（2015•武汉模拟）已知函数 f x( ) sin xcos x  sin x
2

c os
5

x(0x 
2

)，则函数 f x( ) 的最大值为

（ ）

A．1 ．
7

B
5

C．
38

25
D．

43

25

【 解 析 】 解 法 一 因 为 0
2


x  ， 所 以 tan

x
0,1 

2
t   ， 由 万 能 公 式 可 得 ，

x  f t 
2

2 2

2 1

1 1

tt

tt


f    



   
 t 

   t  t +2 1 t 
 t 

2 2 2 2 42 4

2 2 22 2 2 22 2

2 1 10 2 10 1 10 1
 

22t 1 20 2
=

1 5 1 5 11 5 1 5 1

t tt t

t t   t   t

t  1t t t t t 
  


，求导

数 可 得 f x 
 t 

32

32

20 60 8 8

5 1

t t  t
 ， 令 f x   0 可 得 20 60 8t t2 3 8 t 0 ， 分 解 因 式 可 得

1

2
t  


 

2t t 8 5   0 ，因为 t 0,1，所以
2

1
t 

1
，当 0

2
t  时， f x   0，函数 f t 单调递增，

当
1

1t  时 ， f x   0 ， 函 数 f t  单 调 递 减 ， 所 以 f x  的 最 大 值 即 f t  最 大 值 为

1 38

2 25

 f x  f 


 

，故选 B.

解法二 由 f x( ) sin xcos x  sin x
2

c os )
25

x(0x  ，m 1，
5

n 
2
，取得最值时

sin x


1 cos

cos x 2  sin

x

x
，按照

必要探路法， sin x  cos x ，求最大值时取正号，

sin x 
4

5

cos x 
3

5







，满足最值的式子，此时求得最大值为
38

25
，

故选 C.

综上所述，当m 1， n 
k

(c  0,k  0)时，必要探路步骤中，通常令 sin x 
a
， cos x 

b
来设计，例 8 和

c c c

例 9、10 属于特殊角，容易构造出来，但例 11 和 12 中，都是分母暴露了构造的方向，比如例 11 中，由于

sin 1 cos

cos 5
 sin

x x

x
x

 ，按

3

5

2

3
n 

5
，

33
sin x 

a
 cos x 

b
，最终发现 a  5 ， b  2 时构造成功；例 12 中，由于

5
n 

2
，

55
sin x 

a
 cos x 

b
，最终发现 a  4，b  3时构造成功；获取模型的解题思路同时，一定需要获取一个半

成品定理或者公式，并不是要求记忆深刻，而是在下次遇到的时候，不能仅仅感觉此题做过，如果做过而

没有细究和深入挖掘，那么每次做题都会花同样的时间，效率提不上去．本书更多是启发思考，关于一些

二级结论或者秒杀公式，更多是代表数学解题和研究的一个方向，不是想着去改变数学教与学，而是笔者

认为数学的教育学本来就是这个样子．不建模，无数学！



达标训练 1

1．（2017•新课标Ⅲ）已知 sin
3

）cos  
4
，则 sin 2 （

A． 
7

9
B． 

2

9
C．

2

9
D．

7

9


2．（2016•新课标Ⅱ）若 cos(
54

 ) 
3
，则 sin 2 （ ）

A．
7

25
B．

1

5
C． 

1

5
D． 

7

25

）3．（2013•重庆） 4cos50  tan 40 （

A． 2 B．
2 3

2


C． 3 D． 2 2 1

4．（2012•重庆） 



cos17

sin 47  sin17cos30
（ ）

A． 
3

2
B．

1

2
 C．

1

2
D．

3

2
3

5．（2012•大纲版）已知 为第二象限角， sin
3

cos   ），则 cos 2 （

A． 
5

B． 
5

9
C．

5

9
D．

5

33

6．（2011•辽宁）设 sin(
34


） ) 

1
，则 sin 2 （

A． 
7
9

B．
1
9

 C．
1
9

D．
7

9

4
7．（2010•宁夏）若 cos

5
   ， 是第三象限的角，则 

2
1 tan

2
1 tan





）（

A． 
1

B．
1

2
C． 2 D． 2

2
8．（2008•海南） 


3 sin 70

2  cos 102
（ ）

A．
1

2
B．

2

2
C． 2 D．

3

2
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）9．（2006•辽宁）已知等腰ABC的腰为底的 2 倍，则顶角 A的正切值是（

2
A．

3
B． 3 C．

15

8
D．

15

7

10．（2011•重庆）已知 sin
2

 1
  cos ，且  (0, )

2


，则

cos 2

sin( )


 

的值为 ．

4

11．（1996•全国）求值：tan20°+tan40°+ 3 tan20°tan40°= ．

12．（2016•江苏）在锐角ABC中，若 sin A  2sin BsinC，则 tan A tan B tanC的最小值是 ．

13.已知函数 )
2

cos x(0
3 13

sin 2x  2sin x 
4 13 10 

f (x)   x ，则 f (x) 的最大值是 ．

14. sin x  3cos x已知函数 f (x
3

)  sin 2x 
3

，则 f (x) 的最大值是 ．

15．（2007•福建）在ABC中，
4

tan A 
1
，

5
tan B 

3
．

（1）求角C的大小；

（2）若 AB边的长为 17 ，求 BC边的长．

16．（2006•四川）已知 A、 B、C是ABC三内角，向量m

 ( 1, 3) ，


 (cosn A,sin )A ，且 m n  1，

（1）求角 A；

（2）若
2 2

1 sin 2
3

cos sin

B

B B
 


，求 tanC．



达标训练 2
4

1．（2018•长沙模拟）若 sin
6 5

öæp
xç ÷ç ÷- =
øè

，则 sin 2
6

ç
æ öp

+ç ÷x÷
è ø

的值为（ ）

A．
24

25
B． -

24

25
C．

7

25
D． -

7

25

1
2．（2018•赣州一模）已知  (0， ) ， sin

24

p
q

öæ
ç ÷ç ÷+ =

øè
，则 cos2 （ ）

A． -
1

2
B． -

3

2
C．

1

2
D．

3

2

3
3．（2018•开封三模）已知 sin

4 5

p öæ
aç ÷ç ÷+ =

øè 4

p ö
，则 sinçç

æ3
- a ÷÷

øè
）=（

A．
4

5
B． -

4

5
C．

3

5
D． -

3

5

4．（2018•上饶二模）
sin 65°- sin 35°cos30

cos35

°

°
=（ ）

A． -
3

2
B． -

3

2
C．

1

2
D．

3

2

1
5．（2018•日照二模）若 sin

6 4
x

pæ ö
ç ÷ç ÷+ =

øè 36
，则 sinçç

æ æ ö5 ö
÷

p
çp x- + c÷ osç - x÷÷

øè è ø
值为（ ）

A．
3

2
B． -

3

2
C．

1

2
D． -

1

2

6．（2018•湛江二模）已知 0,
4

æ ö
ç ÷

p
a Îç ÷

è ø
， cos 2

5
a =

4
，则 sin2

4

p
ç ÷ç ÷+a
æ ö

øè
=（ ）

A．
1

5
B．

2

5
C．

3

5
D．

4

5

3
7．（2018•广州一模）已知 sin

4 5
x

pæ ö
ç ÷ç ÷- =
è ø

，则 cos
4

p
ç ÷ç ÷+ x
æ ö

øè
）=（

A．
4

5
B．

3

5
C． -

4

5
D． -

3

5
5

8．（2018•湖南模拟）已知 sin +a cos
3

a = sin，则 cos2

4

p
ç ÷ç ÷+a

öæ

øè
）=（

A．
2

3
B．

5

18
C．

5

18
D．

13

18
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9．（2018•延边州模拟）已知 sin
3

cosa a- =
4
，则 cos2

4

p
ç ÷ç ÷- a

öæ

è ø
）=（

A．
1

9
B．

2

9
C．

4

9
D．

5

9

2
10．（2018•齐齐哈尔二模）函数 =y sin

1

4 6 3
x

æpæ ö
ç ÷

p ö
÷ç ÷- cos- ççx - ÷

øè è ø
的最大值为（ ）

A．
1

4
B．

1

2
C．

3

4
D．

5

4

11．（2018•内江一模）已知函数 f (x)  sin2 x  3 sin xcos x，则（ ）

A． f (x) 的最小正周期为 2π B． f (x) 的最大值为 2

C． f (x) 在
p

,ç
5

3 6
ç
æ p ö

÷÷
øè
上单调递减 D． f (x) 的图象关于直线

6
x

p
= 对称

1
12．（2018•日照二模）已知 sin

6 4
x

pæ ö
ç ÷ç ÷+ =

øè
，则 cos2

3

p
ç ÷ç ÷- x

öæ

øè
的值为（ ）

A．
1

4
B．

3

4
C．

15

16
D．

1

16
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13．（2018•上饶二模）函数 (f x) 36 3

pæ ö
ç ÷

p ö
÷sin 2x= +ç ÷ + 2x ÷-

1
cos

æ
çç

è ø è ø
的最大值为（ ）

A．
1

3
B．

2

3
C．1 D．

4

3

14．（2017•香坊期末）
22

sin10°×sin80

cos 35°- sin 35

°

°
的值为（ ）

A． -
1

2
B．

1

2
C．1 D． 1

15．（2018•渭南一模）已知函数 =y cos2 sin
3

2
2

x + x - ，
1

x∈（0，
2

p
），则该函数的值域为 ．

2

16．（2018•凌源市模拟）
sin 47°- sin17°cos30

cos17

°

°
的值等于 ．

17．（2018•安徽模拟）
2cos55 3 sin 5°- °

的值为 ．
cos5°

18．（2018•重庆模拟）
3 tan10°-1

= ．（用数字作答）
sin10°

19．（2018•辽阳一模）已知 sin10 mcos10  2cos140，则m  ．

20．（2017•台州期末）求值： cos40(1 3 tan10)  ．

3

sin10° sin80
21．（2017•田家庵期末）

1
-

°
的值是 ．

22．（2017•武昌期末）计算
tan 40°+ tan80 tan 240

tan 40°tan80

°+ °

°
= ．
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专题 1 向量的基础知识
第一讲 向量的基础知识

提醒：

（1）向量b

与非零向量．．．．a


共线的充要条件是有且只有一个实数，使得b


 a .


（2）设 a =  1 1 2 2x , y ，  b x , y


， 21 2 1a b x y  x y 0
 
∥ ， a


⊥b

 a b  0 x1x2  y2 y1  0 .

（3）两个向量 a

， b

的夹角公式： 1 2 1 2

22 2 2
11 2 2

cos
x x + y y

x + ×y x + y
q = .

【例 1】（2015•四川）设向量 a (2 , 4)

= 与向量 b x( , 6)


= ）共线，则实数 x （

A．2 ．4C．B 3 ．6D

【解析】由于 a

与b

共线，故 a

  2 b，即 2 = lx， =4 6
3

Þl l = ， x = 3，选 B．

【例 2】（2015•河北）已知点 A (0 , 1)，B (3 , 2)，向量 AC


= -( 4 , - 3)，则向量 BC


）=（

A． ( 7 ,  4) B． (7 , 4) C． ( 1 ,  4)

【解析】由于 AB BC  AC
  

，故 BC  AC  AB  4 ,  3  3 ,1  7 ,  4
  

D． (1 , 4)

，选 A．

【例 3】（2015•黑龙江） a

= (1 , 1)，b


= ( 1 ,  2)，则（2 a


+ ab

）


=（ ）

A． 1 B． 0 C．1 D． 2

【解析】 2a b   a  211, 2   1  2  1 ,  1 1 1 0   1 1
  

，故选 C．

运算 图形语言 符号语言 坐标语言

加法与减法

  
OA OB=OC   
OA OB  BA

记 11OA  x , y


， 2 2OB  x , y


则
 
OA OB  x y , x y 1 1 2 2  
OB OA  x x , y y 2 1 2 1

   
OA AB OB

实数与向量

的乘积

 
AB a(l l= Î )R 记 = (a x , )y


， 则 l = (a x ,l l )y



两个向量的

数量积

     
a b  a  bcos a ,b

记 1 1


a x( , y )， 2 2b x( , y )


，则

21 1 2


a b  x x  y y


【例 4】（2015•广东）在平面直角坐标系 xoy中，已知四边形 ABCD是平行四边形，AB


= (1 ,  2)，AD = (2 , 1)

则 AD
 

×AC =（ ）

A． 5 B． 4 C．3 D． 2

【解析】四边形 ABCD是平行四边形，故 AB D ,C BC= = AD
   

，
2

AC AD  AB  BC  AD  AB  AD  AD
        

,

 
即 AC AD 1 2  2 1 22 21  5，选 A．
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第二讲 向量运算与整式运算的同与异（无坐标的向量运算）

同： (a  b)2  a2  2ab  b2 ； a  b  a2  2ab  b2 ； a(b  c)  ab  ac公式都可通用

 
异：整式： ab   a b ， a 仅仅表示数；向量： a b  a b cos (为a与b夹角)

22

b cos n2m2 mn2ma nb a a b  
    

，使用范围广泛，通常是求模或者夹角．

ma nb ma n b ma  
   

，


nb


通常是求 ma±nb
 

最值的时候用．

【例 5】（2015•山东）已知菱形 ABCD的边长为 a，∠ABC=60°，则 BD×CD
 

=（ ）

A． 2

2

3
a B． 2

4

3
a C．

3
a2

4
D．

3
a2

2

【解析】因为 ABCD是菱形，由图形可知 DC  a


， BD  3a


， BD CD 30
 

与 夹角为 即

23
2
aBD CD  a a  cos30

3


 
，选 D．

是边长为 2的等边三角形，已知向量 ba

，

满足 A = 2B a

 
， AC
  

2= +a b，则下【例 6】（2015•安徽）ABC

列结论正确的是（ ）

A． 1b


B． a

 b


C．  1a

b


D．  a

b


BC


 4

【解析】 ABC是等边三角形， AB AC× = 2 2× c× os60°= 2
 

=1，根据题意， AB× = aÞ2 a
  

，另向量 a

,b

夹角

为 ，

  2
a a bAB AC  2a  2a b 4 2

         
cos 4 2 b cos  2  b cos  1 ，

2 2
AC  2 4  4  4a a b bco s 

   
， 2b
 1
= ， cos

2
= -1b cosqq = - ； × = ×a b

 
a

 
，A、B、C错，

a b   BC 4 4a  b  AC  AB  ab  b4 2  0
        

，选 D．

【例 7】已知向量 ba

和

的夹角为120°， a =1


， b = 3
  

，则 | 5a b |  ．

【解析】  22 2 2
 5a b  25a 1 0a b b  495 a b

       
，  75a b

 
．

【例 8】（2015•重庆）若非零向量 ba

，

满足

22

3
=a


，且

b

  
(a b)- ^(


a3 2
 
+

b


ba)，则

与

的夹角为（ ）

A．
4


B．

2


C．

4

3
D．

【解析】 a b  a3 2 b  3 2    0
2

 3 
8 2


22 2 2 2

co s 2
9 3 2 4

a a b  2 b b b b


 0 cos    ，
         

选 A．

【例 9】（2019•海南）已知 AB  (2,3)


， A  (3,C t)


， BC| |1
  

，则 AB BC  ）（

A． 3 B． 2 ．3DC．2

【解析】 因为 AB  2,3 ，AC  3, t 
    

，所以BC AC  AB  1, t 3 ，因为 1BC


，所以 t  3 0，

即

BC

 1,0 ，则 AB BC  2

 
，故选 C.

【例 10】（2019•海南）已知向量 a

 (2,3)，b  (3,2)


，则 | |  (


a b


)

A． 2 ．5 2CB．2 D．50

a b   21 1 2  2 ，【解析】 因为 a  2,3 ，b  3,2 ，所以 a b 2,3  3   , 2  1,1 ，所以

故选 A.

【例 11】（2019•新课标Ⅰ）已知非零向量 a

，b

满足


a| | 2 | |b


，且


a b( )  b

 
，则 a


与 b

的夹角为 ( )

A．
6


3

B．


C．
2

3


D．

5

6



【 解 析 】 因 为 a b   b ， 所 以 a b  b  a b b  a b cos ,a b 2 2b  0 ， 所 以

2

cos a,
b

b
a b

 
2

2

1

22

b

b
 ，因为 a b , 0  , ，所以 a,

3
b


 ，故选 B.



【例 12】（2019•新课标Ⅲ）已知向量 a

 (2,2)，b  ( 8,6)


，则 cos  a


，b

 ．

【 解 析 】 因 为 a b  2 8   26  4 ， a  2 22 2  2 2 ，  8
2b    64 10 ，

cos ,a b 
4 2

1022 10


 


，故答案为

2

10
 .

【例 13】（2019•新课标Ⅲ）已知 a

，b

为单位向量，且

a b



0 c a

 
2，若  5b


，则 cos  a


， c

 ．

【解析】 因为a c  a  a 2 5b   a22  a5 b  2，则  2
2 2 2c a 2 5b  4a  4 5a b+5b  ，9

所以 c  3，即
2

3
cos a,c 

a c
a c

 ，故答案为
2

3
.
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达标训练

1．（2018•新课标Ⅱ）已知向量 a

，b

满足 a


| |1，  1


a b


，则
 

a (2 a b ) （ ）

A． 4 B．3 C． 2 D． 0

2．（2017•新课标Ⅱ）设非零向量 a

，b

满足 a b| | 

 
a| b |

 
则（ ）

A．

a b


B．

| |a b|


| C．


/ /a b


D．

| |a b|


|

3．（2016•新课标Ⅲ）已知向量 (
1

2
BA 


， 3
)

2
， (

3

2
BC 


，
1
)

2
，则ABC （ ）

A． 30 B． 45 C． 60 D．120

4．（2016•新课标Ⅱ）已知向量

 (1,a m)，b (3, 2)


，且


a b( )  b

 
，则m （ ）

A． 8 B． 6 ．8DC．6

5．（（2015•陕西）对任意向量 a

、b


），下列关系式中不恒成立的是（

b |A． a|
 

a|
 

b|| | B． | | || ||

a


| | ba b





C． a b( ) 
 

| a b2 2|
 

D． a b( ) 
a ( b) a

2 2b
  

6．（2015•福建）设 a

 (1,2)，b  (1,1)


， c a
 
  kb


，若 ）


b c

，则实数 k的值等于（

A． 
3

2
B． 

5

3
C．

5

3
D．

3

2

7．（2015•新课标Ⅱ） a


(1, 1)，b  ( 1,2)


，则 ）
  

(2 a b )  a （

A． 1 B．0 ．1C ．2D

8．（2015•安徽）ABC是边长为 2的等边三角形，已知向量 a

，b

满足


A

 2B a

， A


2C a


 

b，则下列结

）论正确的是（


A． b| |1 B．

a b


C．
a b

1

  
D． (4a b)  BC

9．（2015•新课标Ⅰ）已知点 A(0,1)， B(3,2)，向量 AC  ( 4,3)


，则向量 BC （ ）

A． ( 7 , 4) B． (7,4) C． ( 1,4) D． (1,4)

10．（2015•重庆）若非零向量 a

，b

满足


| |

2 2
a b|


|

3
，且 ( )  ( a3 


b2 )，则


a b


a

与 ）b

的夹角为（

A．
4


B．

2


C．

3

4


D．

11．（2014•大纲版）已知 a

，b

为单位向量，其夹角为 ）60，则 (2


a b) 

 
b （

A． 1 B．0 ．1C ．2D

12．（2018•新课标Ⅲ）已知向量 a

 (1,2)，b (2, 2)


， c

 (1,)．若 / /(2c a

 


)b ，则  ．



则 AE BF
 

的最小值为 ．

15．（2018•江苏）在平面直角坐标系 xOy中， A为直线 : 2l y x 上在第一象限内的点， (5,0)B ，以 AB为

直径的圆C与直线 l交于另一点D．若 0AB CD 
 

，则点 A的横坐标为 ．

16．（2017•山东）已知向量 (2,6)a 


， ( 1, )b  


，若 / /a b

，则  ．

17．（2017•新课标Ⅲ）已知向量 ( 2,3)a  


， (3, )b m


，且 a b

，则m  ．

18．（2017•新课标Ⅰ）已知向量 ( 1,2)a  


， ( ,1)b m


，若向量 a b

与 a

垂直，则m  ．

19．（2017•新课标Ⅰ）已知向量 a

，b

的夹角为 60， | | 2a 


， | | 1b 


，则 | 2 |a b 


．

20．（2017•山东）已知 1e

， 2e


是互相垂直的单位向量，若 1 23e e
 

与 1 2e e
 

的夹角为 60，则实数的

值是 ．

21．（2017•江苏）在平面直角坐标系 xOy中， ( 12,0)A  ， (0,6)B ，点 P在圆 2 2: 50O x y  上．若 20PA PB
 

 ，

则点 P的横坐标的取值范围是 ．

22．（2017•北京）已知点 P 在圆 2 2 1x y  上，点 A的坐标为 ( 2,0) ，O为原点，则 AO AP
 

的最大值

为 ．

23．（2016•新课标Ⅱ）已知向量 ( , 4)a m


， (3, 2)b  


，且 / /a b

，则m  ．

24．（2016•新课标Ⅰ）设向量 ( ,1)a m


， (1,2)b 


，且 2 2 2| | | | | |a b a b  
  

，则m  ．

25．（2016•山东）已知向量 (1, 1)a  


， (6, 4)b  


，若 ( )a ta b 
 
，则实数 t的值为 ．

26．（2016•新课标Ⅰ）设向量 ( , 1)a x x 


， (1,2)b 


，且 a b

，则 x  ．

27．（2015•新课标Ⅱ）设向量 a

，b

不平行，向量 a b 


与 2a b


平行，则实数  ．

13．（2018•北京）设向量 a

 (1,0)，  ( 1,b m)

 
a．若 m a


( )b


，则m  ．


14．（2018•上海）在平面直角坐标系中，已知点 A ( 1,0)、B(2,0)，E、F 是 y轴上的两个动点，且 EF| | 2，

专题 2 共线之对面的女孩看过来
第一讲 对面的女孩看过来

平面上O， A， B三点不共线，D在直线 AB上，且 A  D AB
 

,令OA  a，OB  b，OD  x，则有
  
x   (1)b a

其表达意思就是从一个顶点O引出三个向量，且它们共线，每一个向量 a，b分别乘以它对面的比值，简称

对面的女孩看过来．

特殊点：当 D为 AB中点时，
1

2
  ， x

  1
22

1 b a

（中线定理）
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【例 1】在ABC中，已知 BC  3BD
 

，则 AD 


）（

A．
1
( )

3
A C A2 B
 

B．
1
( )

3
AB A2 C
 

 C．
1
A( 3C AB)

4

 
 D．

1
A( 2C AB)

4

 


【解析】可以知道 BC
 

 3BD，
3

 
1
，故 AD  2 1

3 3


A C A
 

B，选 A.

【例 2】已知

OA 
 

a，OB  b
 

，C为线段 AB上距 A较近的一个三等分点， D为线段CB上距C较近的一

个三等分点，则用 ba

，

表示


OD

的表达式为（ ）

A．
1
(4

+ 5a b

)

9
B．

1
(9

+ 7a b

)

16
C．

1
(2 )

3


a b


D．
1
(3

a b

)

4

【解析】
1

3
A C AB
 

，
3


CD


1 
CB


，故
11 2 5

3 3 3 9
A D  AB


AB

  



， 4

9
D B AB

    
， 45

99
OD  b  a
  

，选 A.

【例 3】已知 ，O A，B是平面上的三个点，直线 AB上有一点C，满足 AC CB 2 0
  

，则OC 


）（

1

2
【解析】以全长 CB为单位，故CA  CB

  
，

2
 

1
，

OA
 1

1

2 2
OB  OC
 

，故OC
   

 OB  2OA .

例 3题图 例 4题图 例 5题图

【例 4】在平行四边形 ABCD中，E和 F 分别是边CD和 BC的中点．若 AC mAE  nAF
  

，其中m， n R，
则m n  ．

【解析】如图，延长 AF


交 CD


延长线于


G ，故 AC 
 

A 1  G A ，E 易发现， ABF  G CF ，故


CG

 2E

C

， A  2G AF
  1

3
  ， AC

 2

1 2 2

33 3 3
AG A E AF  AE
   

，
4

3
m n  ．


| |OA


|=1∶3，|ON


|：|OB


|=1∶4，设线段 AN

BM P OA = a OB = b a b
 

，
 

，用

，


表示向量OP与

【例 5】

交于点

在△OAB

，记

的边 OA、OB上分别取点 M、N，使|OM：
．


【解析】∵ B、P、M共线∴ 记 BP = lBM


，则 PM


=(1-l)


BM


∴
3

OP l= OM OB
  

+
1

= a


(l + )- bl ①1 ，


(1 l)-

同理，记 AP


= mAN


，∴ ( ) 4
OP


1= - m a + mb
1 

② 由①，②得

1
1

3
1

1
4

ì

Þ

-

ï
ï
í
ï
ï
î

9

11
8

11
m

ì
= -l m ïl =

==l m ï
ï

ï
í

î

，∴
23

11 11
OP a b
  

 .

．

达标训练
1．（2019•汕头期末）在△ABC中，D是 BC边上的点，且 BD  4DC

 
，


E为 AD的中点，则 EB （ ）

A．
9 2

10 5
A B AC
 

B．
2

10 5
A

9
 B AC

 
C．

2 9

5 10
A B AC
 

D．
9

5 10
A

2
 B AC
 

2．（2019•玉山期中）如图，正方形中， E为DC的中点，若 AE A B AD
  

，则 ）   的值为（

A． 
1

2
B．

1

2

C． 1 D．1

3．（2019•郑州三模）在△ABC中，若点D满足CD  2DB
 

，点


M 为 AC中点，则MD （ ）

1
A．

2

3 6
A B AC
  1

B．
1

3 6
A B AC
 

C．
2 1

3 3
A B AC
  1

D．
2

3 6
A B AC
 

4．（2019•安徽二模）在平行四边形 ABCD中，E为 BC的中点，点 F 在CD上，且D  2F FC ，连接 AE，


）BF交于G点，则DG （

A．
4 1

75
A B AD
 

B．
6 4

7 7
A B AD
  2

C．
5

77
A B AD
 

D．
3 1

77
A B AD
 
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
5．（2019•赣州期中）如图所示，D是ABC的边 AB的中点，则向量DC  ）（

A．
1

2
BC  BA
 

B．
1

2
BC  BA
 

C．
1

2
BC  BA
  1

2
D．BC  BA

 


6．（2019•武汉期中）在△ABC中，D为 BC边上的三等分点（靠近 B点）， E为 AD上的中点，则 EB 
（ ）

A．
1 1

3 3
A B AC
  1

B．
1

63
A B AC
 

C．
2 1

33
A B AC
  1

D．
2

3 6
A B AC
 

7．（2019•滨州二模）在△ABC中，G为△ABC的重心，M 为 AC上一点，且满足M  3C AM
 

，则（ ）

A．
1 1

3 12
GM AB  AC
  

B．
11

3 12
GM   AB  AC
  

C．
1 7

3 12
GM   AB  AC
  

D．
71

3 12
GM AB  AC
  

8．（2019•广东模拟）在如图所示的△ABC中，点D，E分别在边 AB，CD上，且 BD  2AD，CE  2ED，

则 BE 


（ ）

2
A．

1

33
A C AB
 

B．
2 1

33
A C AB
 

C．
3 5

4 9
A C AB
  7

D．
1

93
A C AB
 

专题 3 等高线定理的运用

第一讲 等高线定理

如图设 e1， e2是平面内两个不共线向量，若OP = xe1  ye2 ，且 x  y 1，OQ  x'e1  y'e2 且 x' y' k，则

有


OQ

k
OP

  .

证明：设OQ  OP，根据相似三角形关系可知 ： 1 2 1 2 1 2


OQ xe  ye   xe  ye x e y' ' e ，

所以 x' y'  x  y    所以 ' '


OQ

x y  k
OP

  .

【例 1】如图，平面内有三个向量OA


，

OB

，

OC

，其中


OA

与

OB

的夹角为120°，OA


与

OC

的夹角为30°，

且 OA OB 1
 

，  2 3OC


．若

  
OC mOA  nOB m，n R( ) ，则 m n的值为 ．

【解析】法一：连接 AB，交OC


于点 D， DOA  O AD 30 ， BOD  90 ，
3

3
OD DA 
 

，
2 3

3
DB 


，

故
2

33
OD OA  O

1
B

   
； 2 3  6OC


OD

 2
6 4 


OA  OB2

3 3
OA  OBOC  




  1    
，m n  6 .

法二：根据等高线定理可得：
OC

OD
= =k m + n，根据几何性质

3
tan30

3



OD

OB
= °= ，故 k =

2 3

3
3

= 6 .
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例 1题图 例 2题图 例 3题图

【例 2】在矩形 ABCD中， AB 1， AD  2，动点 P在以点C为圆心且与 BD相切的圆上，若


A

P m
 

A

B 
 
nA

D

，则m  n的最大值为（ ）

A． 3 B． 2 2 C． 5 D． 2

【解析】如图，当 BD的平行线 PN 与圆C相切时，即点P位于P1点时，此时
A

A

N

D
取得最大值.根据相似三

角形的高之比，可以得到
AD

AN
取得最大比值为 3，即m  n的最大值为 3.故选 A .

【例 3】在扇形OAB中， AOB  60 ,C 为弧 AB上的一个动点.若OC xOA  yOB
   

，则 3x  y的取值范

围是 ．

【解析】如图 ，
1

3 3
3

OC xOA  yOB  x

 OA


y OB x OD y OB



      
，故取点D使得

1

3


OD

 O

A

当点C位于

直线 BD上时（即点C与点 B重合时），3x  y取得最小值 1；当点C与点 A重合时，3x  y取最大值 3，

故3x  y的取值范围是  ，1 3 .

第二讲 未知夹角的向量乘积

第一步：选定基底，就是所谓的几何图形中模和夹角都很清楚的两个向量 ,a b
 

．

1 1 2 2a b  a  ．b
   

第二步：利用加法和减法，以及三点共线将两个向量表示为 和

第三步：利用向量乘积知识算出结果．

【例 4】在正三角形 ABC中,D是边 BC上的点,若 AB  3 , BD 1，则 A B AD
 

= ．

【解析】令 A B a
 

，

A

C b

，  3a


，  3b


， cos60 
9

2
a ba b 

  
；

12

33


A

D a


 


b，

22 1 2 1 2 1 9 15
9

3 3 3 3 3 3 2 2
a 

  ab     



AB
 
AD


  a


a


  b
  

．

例 4 题图 例 5题图

【例 5】在边长为 1的正三角形 ABC中, 设 BC  2BD
 

,CA  3CE
  

，则 AD
 

BE  ．

【解析】令 A B a
 

，

A

C b

， 1

a ， 1b


， cos60 

1

2

  
a b  a b ；

1 1

22


A

D a


 


b，

1 2 2

3 3 3 3 3
BE BA  BC 

1
a  b

2
a  a  b

        
，

2 211 2 1 1 1 1 1 1 1

22 3 2 6 3 2 12 3 4
a  b a  b a b   ab       AD BE   

  

         
．
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【例 6】在等腰梯形 ABCD中，已知 AB∥DC，AB=2，BC=1，∠ABC=60°，点 E和 F 分别在线段 BC和 DC

上，且
2

3
BE BC
 

= ，
1

6
DF DC=
 

，则 AE AF
 

× 的值为 ．

【解析】如图，令 AB a
 

， BC b
 

， 2a 


， 1b 


， cos120 1a b a b    
  

2

3
AE AB BE a b   
    

，
5 1 7

6 2 12
AF AB BC CF a b a a b

          
 

        
．

2 22 7 7 25 2 7 25 2 29

3 12 12 18 3 3 18 3 18
AE AF a b a b a ab b

              
  

        
．

例 6题图 例 7题图

【例 7】已知正方形 ABCD的边长为 1，点 E是 AB边上的动点，则DE DC
 

× 的最大值为 ．

【解析】如图，令DC a
 

，DA b
 

， 1a 


， 1b 


， cos90 0a b a b   
  

， AE a
 

；

DE DA AE a b   
    

，   2

DE DC a b a a ab       
      

max 1  ．

【例 8】（2019•天津）在四边形 ABCD中， / /AD BC， 2 3AB  ， 5AD  ， 30A  ，点 E在线段CB的

延长线上，且 AE BE ，则 BD AE 
 

．

【解析】 因为 AE BE ， AD∥ BC ， 30A  ，所以在等腰三角形 ABE中， 120BEA  ，又

2 3AB  ，所以 2AE  ，即
2

5
BE AD 
 

，因为 AE AB BE 
  

，所以
2

5
AE AB AD 
  

，又

BD 


BA AD AB AD   
   

，

  2

5
BD AE AB AD AB AD

        
 

      2 27 2

5 5
AB AB AD AD    
    2

AB


27 2
cos

5 5
AB AD A AD   
   7 3 2

12+ 5 2 5 25 1
5 2 5

        ，故答案为-1.

【例 9】（2019•江苏）如图，在 ABC 中，D是 BC的中点，E在边 AB上， 2BE EA ， AD与CE交于点

O．若 6AB AC AO EC  
   

，则
AB

AC
的值是 ．

【解析】 设  AO AB  AC


 AD 
   

，

AO AE  EO


AE EC  AE   AC  AE         

1 
AE AC

3
A B A C

  1


 2
，所以

2 3


，所以
32




，，，因为，所以，所以，即，故答

案为.

【例 10】（2019•浙江）已知正方形 ABCD的边长为 1．当每个 (i i 1，2，3，4，5， 6) 取遍 1时，

1 2 3 4 5 6

     
最小值是A B B C  C D D A   AC   B| |D 的 ，最大值是 ．
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等高线专题训练
  

1．（2019•咸阳二模）已知G是△ABC的重心，若GC xAB  yAC x, , y R ，则 x y （ ）

A． 1 ．
1

CB．1
3

D． 
1

3

2．（2019•潍坊期中）已知O是ABC内一点，且OA OB OC 0
   

，点M 在OBC内（不含边界），若

A

M A
 
 


B 
 

A

C

，则 ） 2 的取值范围是（

A． (1,
5
)

2
B． (1,2) C．

2
( ,1)
3

D．
1
( ,1)
2

A3．（2019•武昌模拟）已知点C为扇形 AOB的弧B上任意一点，且 AOB 120，若

OC OA  OB( ,  R )
   

，则  的取值范围为（ ）

A． [ 2， 2] B． (1， 2] C． [1， 2]

4．（2019•武汉期中）给定两个长度为 1的平面向量OA


和OB


，它们的夹角为

D． [1， 2]

90，点C在以O为圆心的

圆弧 AB上运动，若OC xOA  yOB
   

，其中 x， y R，则 x 3 5y的最大值为（ ）

A． 34 B．5 ． 37C D．6

5．（2019•湖北模拟）如图，圆O是边长为 2 3的等边三角形 ABC的内切圆，其与 BC边相切于点D，点

M 为圆上任意一点， BM xBA  yBD x( , y R )
  

，则 2x  y的最大值为（ ）

A． 2 B． 3 ． 2 2DC．2

6．（2019•岳麓月考）已知△ABC的一内角
3

A


 ，O为△ABC所在平面上一点，满足 OA| | |OB | |OC ，|

设 AO mA B nAC
  

，则 ）m n的最大值为（

A．
2

3
．

4
CB．1

3
D．2

第 5题图 第 7题图 第 8题图

7．（2019•濮阳模拟）如图，平面内的两个单位向量OA


，

OB

，它们的夹角是 60，OC


与

OA

、

OB

向量


的夹角都为30，且 OC| | 2 3，若OC OA  OB

  
，则   值为（ ）

．4BA．2 ． 2 3C D． 4 3

8．（2019•萍乡一模）如图，已知 OA| | O| B | 1
  

，OC| | 2
 4

，tan
3

AOB   ， BOC  45 ， OC mOA  nOB
   

，

则
m

）
n
等于（

A．
5

7
B．

7

5
C．

3

7
D．

7

3
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高考真题训练


1．（2018•新课标Ⅰ）在△ABC中， AD为 BC边上的中线， E为 AD的中点，则 EB （ ）

A．
3 1

4 4
A B AC
  3

B．
1

4 4
A B AC
 

C．
3 1

4 4
A B AC
 

D．
1 3

4 4
A B AC
 

2．（2015•新课标Ⅰ）设D为△ABC所在平面内一点， BC  3CD ）
 

，则（

A．
1

3 3
A  D A B AC
  4 

B．
1 4

3 3
AD A B AC
  

C．
4 1

33
AD A B AC
  

D．
4 1

33
AD A B AC
  

3．（2014•新课标Ⅰ）设D， E， F 分别为△ABC的三边 BC，CA， AB的中点，则 EB FC 
 

）（

A． AD
2
AD


C． BC


B．
1

D．
1

2
BC


4．（2009•山东）设 P是△ABC所在平面内的一点， BC BA  2BP ）
   

，则（

      
A． PA PB  0 B． PC PA  0

  
C． PB PC  0

    
D． PA PB  PC 0

5．（2008•辽宁）已知四边形 ABCD的三个顶点 A(0, 2)， B( 1 , 2)，C(3,1)，且 BC  2AD
 

，则顶点 D的

坐标为（ ）

A． (2,
7
)

2
B． (2,

1
)

2
C． (3,2) D． (1,3)

6．（2008•全国卷Ⅰ）在△ABC中， A B c

，

A

C b

．若点D满足 BD  2DC

 
，则 AD 


）（


b c

1
A．

2

3 3


33
B．




5 2
c b


C．

2 
b c

1
3 3



b c

2
D．

1

3 3


 
7．（2008•辽宁）已知O， A，B是平面上的三个点，直线 AB上有一点C，满足 AC CB 2 0，则OC


等

）于（

A． 2OA OB
    

B． OA  2OB C．
2 1

3 3
OA  OB
  

D．
2

33
OA

1
  OB
  

8．（2008•广东）在平行四边形 ABCD中，AC与 BD交于点O，E是线段OD的中点，AE的延长线与CD


BD

 b

，则 AF 


交于点 F ．若


A

C a

， （ ）

24


a b

1
A．




1 1
a b


B．

2

3 3


a b

1
C．

1

2 4 33
D．




1 2
a b



9．（2007•全国卷Ⅱ）在△ABC中，已知D是 AB边上一点，若 A  2D DB
 

，
1

3
CD CA  CB
   

，则 ）（

A．
2

3 3 3
B．

1
C． 

1
D． 

2

3

10．（2016•天津）已知△ABC是边长为 1的等边三角形，点D、E分别是边 AB、BC的中点，连接DE并

 
的值为（延长到点 F ，使得D  2E EF，则 A F BC ）

8 4
C．

1

8
A． 

5
B．

1
D．

11

8


11．（2015•四川）设四边形 ABCD为平行四边形， AB| | 6， AD| | 4


，若点M 、 N满足 BM  3MC

  
，


D

 2N N

C，则 ）

 
AM NM （

A． 20 B．15 C．9 D． 6
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16．（2017•新课标Ⅱ）已知△ABC是边长为 2的等边三角形， P为平面 ABC内一点，则 PA PB  P( )C
   

的

12．（2012•天津）在△ABC中， A  90，AB 1，AC  2．设点 P，Q满足 A  P AB
  

，A (1  )Q AC
 

，

 
R．若 BQ CP  2 ），则 （

A．
1

3
B．

2

3
C．

4

3
D． 2

13．（2018•天津）在如图的平面图形中，已知OM 1，ON  2， MON 120 ， BM  2MA，CN  2NA
   

，
 

的值为（则 BC OM ）

A． 15 B． 9 C． 6 D． 0

13题图 14题图

 
14．（2010•天津）如图，在△ABC中， A D AB， BC  3BD， AD| |1

  
，则 AC AD  ）（

2 3
A． 2 3 B．

3
C．

3
D． 3

15．（2017•新课标Ⅲ）在矩形 ABCD中，AB 1，AD  2，动点 P在以点C为圆心且与 BD相切的圆上．若


A
 
P A


 


B 
 

A

D

，则  的最大值为（ ）

A．3 B． 2 2 C． 5 D． 2

）最小值是（

A． 2 B． 
3

2
C． 

4

3
D． 1

17．（2006•安徽）在平行四边形 ABCD中， AB  a， A D b
 

，
 

A


 3N N

C，M 为 BC的中点，则MN 



（用 a，b表示）．

18．（2015•北京）在△ABC中，点M ，N满足

A


 2
 
M M


C，


BN



N

C

，若MN xA B yAC

  
，则 x  ，

y  ．

 
19．（2007•天津）在△ABC中， AB  2， AC  3，D是边 BC的中点，则 AD BC  ．

20．（2009•安徽）给定两个长度为1的平面向量

OA

和

OB

，它们的夹角为120．如图所示，点C在以O为

圆心，以 1半径的圆弧 AB上变动．若OC xOA  yOB
   

，其中 x， y R，则 x  y的最大值是 ．

19题图 20题图 21题图 22题图

21．（2007•天津）如图，在△ABC中， BAC 120 ， AB  2，AC 1，D是边 BC上一点，D  2C BD
 

，

 
则 AD BC  ．

22．（2007•江西）如图，在△ABC中，点O是 BC的中点．过点O的直线分别交直线 AB、 AC于不同的

两点M 、 N，若 A B mAM
  

， A C nAN
 

，则 m n的值为 ．
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23．（2013•新课标Ⅰ）已知两个单位向量 a

，b

的夹角为 60，c t

 
 a (1 )t b


．若   0


b c


，则 t  ．

 
24．（2013•天津）在平行四边形 ABCD中，AD 1， BAD  60 ， E为CD的中点．若 AC BE 1，则 AB

的长为 ．

25．（2013•新课标Ⅱ）已知正方形 ABCD的边长为 2， E为CD的中点，则 AE BD 
 

．

26．（2017•天津）在△ABC中， A  60， AB  3， AC  2．若 BD  2DC
 

，
  
AE A C A B( )R ，

 
且 AD AE  4 ，则的值为 ．

27．（2015•天津）在等腰梯形 ABCD中，已知 A / /B DC， AB  2，BC 1， ABC  60，点 E和 F 分别

在线段 BC和DC上，且
2

3
，

1

6
BE  BC D F DC
   

，则

A

E A

F 的值为 ．

28．（2015•天津）在等腰梯形 ABCD中，已知 A / /B DC， AB  2，BC 1， ABC  60．动点 E和 F 分

别在线段 BC和DC上，且 BE  BC
 

，
1

9
DF




 
DC，则


A

E A

F 的最小值为 ．

29．（2014•天津）已知菱形 ABCD的边长为 2， BAD 120，点 E，F 分别在边 BC，DC上，BC  3BE，

 
D  C DF ，若 AE AF 1，则的值为 ．

30．（2017•江苏）如图，在同一个平面内，向量OA


，

OB

，

OC

的模分别为 1，1， 2 ，OA


与

OC

的夹

角为 ，且 tan  7，

OB

与

OC

的夹角为 45．若OC mOA  nOB m( ,n R )

   
，则m n  ．

专题 4 万能的建系法求向量乘积问题
第一讲 常见的坐标系建立

边长为 a的等边三角形 知道夹角的任意三角形 正方形 矩形

直角梯形 等腰梯形 圆

, y = rcosq sinq

平行四边形

建系必备：（1）三角函数知识 x r=

（2）向量三点共线知识OC
  

OB= +(1l l- )OA (对面女孩看过来)
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【例 1】（2016•天津）已知ABC是边长为 1的等边三角形，点D，E分别是边 AB，BC的中点，连接DE

并延长到点 F ，使得D  2E EF，则

A

F B

C的值为（ ）

8 4
C．

1

8
A． 

5
B．

1
D．

11

8

【解析】如图，以 A为原点建立坐标系，则 B(1 , 0)和C ,
1 3

22

öæ
ç ÷

÷ç
è ø

，由于点D、 E分别是边 AB、 BC的中

点，则点
1

ç ÷ç ÷, 0
2

D
æ ö

，
øè

31
1 01 1 2 2,

2 2 2 2
AE AC= + AB
  

æ ö

÷
+ ÷ç

ç
+

ç= Þ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

,
3 3

4 4
E

öæ
÷ç
÷ç
øè
，

2
DE EF  AE  AF  AD

1
A F  A

3
E  AD

1 5 3 3
,2

3 3 2 2 8 8

 
 



       
，

又由于 ,
1 3

22
BC

ö
ç
æ

÷
ç= - ÷
è ø

，故
5 1 

3 3 1

28 8 2 8
AF BC     

3


 

 
，选 C.

【例 2】（2017•天津）在ABC中， A  60， AB  3， AC  2．若 BD  2DC
 

，
  
AE A C A B( )R ，

且 AD AE  4
 

，则的值为 ．

【解析】如图，以 A为原点建立坐标系，根据题意可知点 B(3 , 0)和C(1, 3)，
2

5 2 3
,

3 3 3 3
BD DC  AD  AB

1 2
 AC


 



        
， AE AC  AB AE  3 , 3  ，

AD AE   5 2
 3

3
  3   ． 3

4
33 11

 

 
【例 3】（2013•新课标Ⅱ）已知正方形 ABCD的边长为 2， E为CD的中点，则 AE BD  ．

 
【解析】如图，以 A为原点建立坐标系，则点 B(2,0)、C(2,2)、D(0,2)、E(1,2)，AE BD  1 2   2 2  2．

化斜为直的技巧处理：遇到没有给定夹角和模长的向量，就把两个向量基底转化为平面直角坐标系的单位

向量，解出坐标来表示；在遇到一些斜坐标系的题型，可以直接转化为直角坐标系，从而利用象限的点坐

标达到简化的效果．

5图例例 4图

【例 4】（2015•北京）在ABC中，点M ，N满足 A  2M MC
  

，

BN



N

C

，若MN xA B yAC

6图例
  

，则 x  ，

y  ．

0,
3

【解析】如图，此类型题可以化斜为值,令 B(1,0)，C(0,1)，则M
æ 2 ö
ç ÷ç ÷
è ø

，
æ ö1 1

,ç ÷ç ÷2 2
N
è ø

， ,= -ç ÷ç ÷
1 1

2 6
MN

öæ

è ø


，

1

2
x\ = ，

6
y = -

1
．

【例 5】（2009•安徽）在平行四边形 ABCD中， E和 F 分别是边CD和 BC的中点，若 AC A  E AF
  

，

其中、  R，则    ．

【解析】如图，化斜为值，令 A(0 , 0)，B(1 , 0)，C(1, 1)，D(0 , 1)，由于 E和 F 分别是边CD和 BC的

中点，则
1

çç , 1
2

E
æ ö

，
ø
÷÷

è
1,ç ÷ç ÷

1

2
F

öæ
，

øè
AC AE  AF 1, 1  

 1 1

22 

   4
.

3
 ,   ，则  l m+ =

【例 6】（2013•江苏）设 D ， E 分别是 ABC 的边 AB ， BC 上的点，
1

2
A D AB，

2

3
BE  BC ，若

21 1

  
2D E A B A ( C ， 为实数），则 21   的值为 ．



【解析】如图，令 A(0 , 0)， B(1 , 0)，C(0 , 1)，由于
1

2

1
ç ÷ç ÷, 0
2

A D AB，则D
öæ

øè
，

2   2 1
,

1 2

3 3 3 3 3

BE BC  AE  AC  AB  

 
， 21 1 2 1 2

11 2
,

6 3 2


DE
 

AB


  
 

AC


 
    ,      
 

．

【例 7】（2006•湖南）如图，OM / /AB，点 P在由射线OM ，线段OB及 AB的延长线围成的区域内（不含

边界）运动，且OP xOA  yOB
   

，则 x的取值范围是 ；当
1

2
x   时， y的取值范围是 ．

【解析】化斜为直，如图所示，将原图转化为右图所示，由于题目中是以OA


，

OB

为基底，故令OA = (1 , 0)


，

第 二 章 向 量

OB = (0 , 1)


延长 AB，并作OM∥AB得到右图中的阴影部分，已知 x < 0；当
1

2
x   时，作CD∥OB交阴

影区域边界于 、C D两点，易求得 ,
1 3

2 2
C
æ ö

和
ø
÷÷-çç

è
,

1 1

2 2
D
æ ö

，故
ø
÷÷-çç

è

31

2 2
y< < ．

最值问题：遇到最值问题时，往往利用坐标来建立函数，转化为函数的最值问题，遇到圆的时候最好使用

三角换元．

【例 8】（2017•北京）已知点 P在圆 x y2 2 1上，点 A的坐标为 ( 2,0)，O为原点，则 A O AP
 

的最大值

为 ．

【解析】如图所示， AO = (2 , 0)， AP (cosa= + 2 , sin
 

a)， AO AP  2 cos  2
 

，cos  1 , 1 ，
 
AO  AP  2 , 6，故最大值为 6．

F(0,y+2)

B(2,0)A( 1,0) O

E(0,y)

y

x

9图例例 8图 10原图例 例 10建系图

【例 9】（2018•上海）在平面直角坐标系中，已知点 A ( 1 , 0)，B(2 , 0)，E，F 是 y轴上的两个动点，且
  

的最小值为 ．EF| | 2，则 A E BF

【解析】如图，设 (0 ,E y)， (0 ,F y + 2)， A = (1 ,E y)， BF (= -2 , y
 

+ 2)，
 
AE BF   y  y2 2   y  21  3，当 y = -1时，


A

E B

F取得最小值-3．

【例 10】（2018•天津）如图，在平面四边形 ABCD中，A B BC，A D CD， BAD 120 ， AB AD 1．若

点 E为边CD上的动点，则 A E BE
 

的最小值为 ( )

A．
21

16
B．

3

2
C．

25

16
D．3

【解析】如图，由于 A D CD，故以D为坐标原点建系，故 A(1,0) ,设点 (0,E y)，由于 AB =1， BAD 120 ，

故 B(1 cos60+ ° , sin 60 ) ,
3 3

2 2

æ ö
÷
÷° = çç ，
øè

 y
2

23
,

3 3 3 3 21
1,

22 2 2 4 16
AE y y

   
BE      y    y  

  

 
，根

据二次函数知识可得，当
3

4
y = 时取的最小值，此时

21

16
AE BE 
 

，故选 A.
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   
【例 11】（2017•新课标Ⅱ）已知ABC是边长为 2的等边三角形，P为平面 ABC内一点，则 PA PB  P( )C

的最小值是 ( )

A． 2 B． 
3

2
C． 

4

3
D． 1

【解析】建立如图所示的坐标系，以 BC中点为坐标原点，则 A(0 , 3)，

B ( 1 , 0)，C(1 , 0)，设 P( ,x y)，则 P  A x( , 3  y)
 

，P  ( 1B x ,  )y ，

P (1 C x ,  )y

  
，则 PA PB  P( )C  x2  2 y3 2 2y2

22 )
3

2[ (
42

 x y   ]
3

当 x  0，
3

2
y  时，取得最小值 2

4 2
 ( )  

3 3
，

故选 B．

【例 12】（2019•天津）在四边形 ABCD中，A / /D BC，AB  2 3，AD  5， BAD  30，点 E在线段CB
 

的延长线上，且 A E BE，则 BD AE  ．

【解析】如图，A为原点建立直角坐标系，易知 B 3, 3 ，C 8, 3 ，D 5,0 ，AE BE  E 120，

故点E 1, 3 ，故

BD

2, 3 ，所以


BD
 
AE


  2 1   3  3  1，故答案为-1.

达标训练
 

1．（2014•天津）已知菱形 ABCD的边长为 2， BAD 120，点 E、F 分别在边 BC、DC上，BE  BC，

D


 F D

C ，若 AE AF 1

 
，

2

3
CE CF  
 

，则   （ ）

A．
1

2
B．

2

3
C．

5

6
D．

7

12

2．（2012•天津）在△ABC中， A  90，AB 1，AC  2．设点 P，Q满足 A  P AB
  

，A (1  )Q AC
 

，
 

，则  （R．若 BQ CP  2 ）

A．
1

3
B．

2

3
C．

4

3
D． 2

3．（2012•天津）已知△ABC为等边三角形，AB  2．设点 P，Q满足 A  P AB
  

，A (1  )Q AC
 

，R．若

3

2

 
BQ CP   ），则  （

A．
1

2
B．

1 2

2
C．

1 10

2
D．

3 2 

4．（2011•全国）点D，E，F 是△ABC内三点，满足 A D DE
 

，

BE


 
EF


，

CF



FD

，设

2
  
AF A B AC，

则 ( ， ) （ ）

A． (
4

7
，

2
)

7
B． (

1

7
，

4
)

7
C． (

7

4
，

1
)

7
D． (

2

7
，

4
)

7

5．（2010•湖南）在 Rt△ABC中， C  90， AC  4，则 A B AC
 

等于（ ）

A． 16 B． 8 C．8 D．16

6．（2010•天津）如图，在△ABC中， A D AB， BC  3BD
 

， AD| |1
  

，则 AC AD （ ）

A． 2 3 B．
3

2
C．

3

3
D． 3
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7．（2009•全国）在△ABC中，点D、E满足 A  2D DB
 

，BE  2EC
   

，设 P  AE CD，AP A B AC，

）则 ( ， ) （

A． (
2

7
，

4
)

7
B． (

1

7
，

2
)

7
C． (

1

4
，

1
)

2
D． (

4

15
，

8
)

15

8．（2009•陕西）在△ABC中，M 是 BC的中点，AM 1，点 P在 AM 上且满足 A  2P PM
  

，则
   
PA PB  P( )C

等于（ ）

A． 
4

9
B． 

4

3
C．

4

3
D．

4

9

9．（2008•辽宁）已知四边形 ABCD的三个顶点 A(0 , 2)，B( 1 ,  2)，C(3 ,1)，且 BC  2AD
 

，则顶点D的

坐标为（ ）

A． (2 ,
7
)

2
B． (2 ,

1
)

2
C． (3 , 2) D． (1 , 3)

10．（2008•安徽）在平行四边形 ABCD中，AC为一条对角线，若 AB  (2,4)


，AC  (1,3)


，则 BD 


（ ）

C． (3 , 5) D． (2 , 4)A． ( 2 ,  4) B． ( 3 ,  5)

11．（2007•上海）如图，平面内的两条相交直线 1OP和 2OP 将该平面分割成四个部分Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ（不包括

边界）．若 1 2


OP


a
 

OP


 


b OP
 

，且点 ）P落在第Ⅲ部分，则实数 a、 b满足（

B． a  0， b  0A． a  0，b  0

C． a  0，b  0 D． a  0，b  0

12.（2015•四川）设四边形 ABCD为平行四边形，AB| | 6


，AD| | 4


，若点M 、N满足 BM  3MC
 

，

D


 2N N

C，

 
则 AM NM （ ）

A． 20 B．15 C．9 D． 6

13.（2016•上海）如图，已知点O(0,0)， A(1,0)，B(0,1)， P是曲线 1 y x2 上一个动点，则OP  BA
 

的

取值范围是 ．

14．（2015•上海）在锐角△ABC中，tan
2

A 
1
，D为边 BC上的点，△ ABD与△ACD的面积分别为 2和 4．过

D作D E A B于 E，D F AC于 F ，则DE DF 
 

．

15．（2015•天津）在等腰梯形 ABCD中，已知 A / /B DC， AB  2， BC 1， ABC  60，点 E和 F 分别

在线段 BC和DC上，且
2

3
BE  BC，

1

6
D F DC

   
，则


A

E A

F 的值为 ．

  
16．（2015•湖北）已知向量OA  AB， OA| | 3

  
，则OA OB  ．

17．（2015•天津）在等腰梯形 ABCD中，已知 A / /B DC， AB  2， BC 1， ABC  60．动点 E和 F 分

别在线段 BC和DC上，且 BE  BC
 

，
1

9
DF  DC



 
，则 A E AF

 
的最小值为 ．

18．（2015•北京）在△ABC中，点M ，N满足 A  2M MC
  

，BN  NC
 

，若MN xA B yAC
  

，则 x  ，

y  ．

19．（2014•江苏）如图，在平行四边形 ABCD中，已知 AB  8，AD  5，CP  3PD
 

，AP BP  2
 

，则 A B AD
 

的值是 ．
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2 1D E A1 B 
  

2A (C  ， 为实数），则 21   的值为 ．

23．（2013•浙江）设 e1

、 2e

为单位向量，非零向量 21


b x


e 


y

e ，x、 y R．若 e


1 、 2e


的夹角为30，则

| |

b| |

x

的最大值等于 ．
 

，则 AB24．（2013•天津）在平行四边形 ABCD中，AD 1， BAD  60 ， E为CD的中点．若 AC BE 1

的长为 ．

25．（2013•山东）已知向量 AB


与 A

C

的夹角为


120，且 AB| | 3，AC| | 2


．若 A P A B AC

  
，且 A



 
P B


C

，

则实数的值为 ．

AB AF  2 A E BF

26．（2012•江苏）如图，在矩形 ABCD中， AB  2， BC  2，点 E为 BC的中点，点 F 在边CD上，若
 

，则
 

的值是 ．

27．（2012•北京）已知正方形 ABCD的边长为 1，点 E是 AB边上的动点．则D E CB
 

的值为 ．

28．（2012•湖南）如图，在平行四边形 ABCD中，A P BD，垂足为 P，且 AP  3，则 AP AC 
 

．

29．（2011•天津）已知直角梯形 ABCD中， A / /D BC ， ADC  90 ， AD  2， BC 1， P是腰DC上的

动点，则 P | 3A PB |
 

的最小值为 ．

30．（2011•上海）在正三角形 ABC中，D是 BC上的点．若 AB  3， BD 1，则 AB AD 
 

．

31．（2011•湖南）在边长为 1的正三角形 ABC中，设 BC  2BD
 

，CA  3CE
  

，则 AD BE 
 

．

32．（2010•天津）如图，在△ABC中， A D AB， BC  3BD
 

， AD| |1
  

，则 AC AD  ．

第 32题图 第 33题图

33．（2009•湖南）如图所示，把两块斜边长相等的直角三角板拼在一起，若 AD xA B yAC
  

，则

x  ， y  ．

34．（ 2009 •天津）若等边 △ABC 的边长为 2 3 ，平面内一点 M 满足
21

36


CM
 

CB 
 

CA

，则

MA MB 
 

．

35．（2008•江西）直角坐标平面上三点 A(1 , 2)、 B(3 ,  2)、C(9 , 7)，若 E、 F 为线段 BC的三等分点，则

AE AF 
 

．

第 19题图 第 26题图 第 28题图

20．（2014•湖北）若向量OA (1 ,  3)


， OA| | O| B |
  

，OA OB  0
 

，则 AB| |


．

21．（2014•天津）已知菱形 ABCD的边长为 2， BAD 120，点 E，F 分别在边 BC，DC上，BC  3BE，
 

D  C DF ，若 AE AF 1，则的值为 ．

22．（ 2013 •江苏）设 D ， E 分别是 ABC 的边 AB ， BC 上的点，
1

2
A D AB ，

2

3
BE  BC ，若
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专题 5 奔驰定理与向量四心

第一讲 奔驰定理与三角形四心

重心定理：三角形三条中线的交点.

已知△ABC的顶点 A(x1 , y1) ， B(x2 , y2 )，C(x3 , y3 )，则△ABC的重心坐标为G(x , y) .
   

注意： （1）在△ABC中，若 O为重心，则OA OB+ +OC 0= ．

（2）三角形的重心分中线两段线段长度比为 2:1，且分的三个三角形面积相等．

定理：重心的向量表示：
11

3 3
AG A= +B AC
  

．

定理： 0BA CS O :2 :1

A S


O

B  S


O

C


 （奔驰定理），则AOB、AOC、△BOC的面积之比等于3

垂心定理：三角形三边上的高相交于一点．点 O是ABC的垂心，则OA OB  OB OC O C O A
     

．

角平分线定理：若OA  a
 

，

OB


 
b，则AOB平分线上的向量OM


为 (

| |a b| |
a 
 

b ， ) 由OM


决定

外心定理：垂直平分线的交点，到三个顶点的距离相等；

（1）
21

2
ABAO AB 

   
，

21

2
ACAO AC 

  
；

21

2
BCBO BC 

  
；

（2）
2 211

4 4
AB ACAO AF  

  
，

2 21 1

4 4
AB BCBO BE  

   
，

2 211

44
BC ACCO CD  

    
；

（3）
2 21 1

22
AC ABAO BC  

   
，

221 1

2 2
BC BABO AC  

   
，

221 1
.

22
BC ACCO AB  

   

重心定理证明： 2 1 1

33 2 3 3
AG A D

2

1
AB  AC   AB  AC

     

奔驰定理证明：如图，令 1 2 1 3 1OA1 OA  OB  OB, , OC OC
     

，即满足
  
OA OB1 1  OC1 0

1 1 1 2

1AOB

A OB

S

S  
 ，

1 1 31

1AOC

A OC

S

S  
 ，

11 32

1BOC

B OC

S

S  
 ，故 3 2 1: :AOB AOC BOCS S S = l : l l: .

        
垂心定理证明：OA OB  OC OB OB  OA  OC( )  0 OB C A  0

  
，即OB ^ CA，以此类推．

角平分线定理证明：


a
a


b
b| |

和
| |

分别为

OA

和

OB

方向上的单位向量，

|a b|| |

 
a b  是以


a
a


b
b| |

和
| |

为一组邻边的

平行四边形过O点的的一条对角线，而此平行四边形为菱形，故
| |a b| |

 
a b  在AOB平分线上，但AOB平

分线上的向量OM


终点的位置由

OM

决定.当 1时，四边形OAMB构成以AOB 120的菱形．

外心定理证明：如图，△ABC中，D、E、F 分别为 AD、AC、BC边中点，O为△ABC外心，则OD  AB，

OE  AC，OF  BC， AO AD  DO A E  EO
    

，

22 11

22
ABAO AB  AD  DO  AB  AB  DO AB 

          
，

同理可证：
21

2
ACAO AC× =

  
，

21

2
BCBO BC 

  
；

2 21 1 1 1

22 2 2 4 4
AO AF× = AO ç×ç AB

1 1
+ AC AO A× B + AO A× C AB AC

    æ ö      
= +=÷÷

øè
；

同理
22 11

44
AB BC

    
BO BE× = + ；同理

2 211

4 4
CO AC BC
   

CD× = + .
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【例 1】在四边形 ABCD中， AB DC=
 

= (1 , 0)，
BA BC BD

BA BC BD

  
  + = ，则四边形 ABCD的面积是（ ）

A．
3

2
B． 3 C．

3

4
D．

3

2

【解析】 , | | | | 1
| | | | | |

BA BC BD
BD ABC BD BA

BA BC BD
     

    
   为 的角平分线 且 ，又因为  1 , 0AB DC 

 
，

故 ABCD是一个菱形，且 120ABCÐ = °，故面积为
1 3

1 3
2 2

S = ´ ´ = ，选 A.

【例 2】已知点 O为 ABC 内一点，且 2 3 0OA OB OC  
   

，则 AOB 、 AOC 、 BOC 的面积之比等于（ ）

A．9∶4∶1 B．1∶4∶9 C．3∶2∶1 D．1∶2∶3

【解析】如图，令 1 12 3OB OB OC OC  
   

，即满足 1 1 1 0OA OB OC  
  

1

1

2
AOB

AOB

S

S
 ，

1

1

3
AOC

AOC

S

S
 ，

1 1

1

2 3
BOC

B OC

S

S



，故

1 1 1
: : : : 3 : 2 :1.

2 3 6AOB AOC BOCS S S  

例 2图 例 3图 例 4图

【例 3】已知 G为 ABC 的重心，令 AB a=
 

，AC b=
 

，过点 G的直线分别交 AB、AC于 P、Q两点，且 AP ma=
 

，

AQ nb=
 

，则
1 1

m n
+ = ．

【解析】
1 1

3 3
AG a b
  

= + ，
AP

AP ma a
m

  
  

，
AQ

AQ nb b
n

  
  

；
1 1

;
3 3 3 3

AP AQ
AG a b

m n
= + = +

   

令 PG PQ
 

l= ，即 ( )1AG AP AQ
  

l l= - + ， ( )1AG AP AQ
  

l l= - + ，故
1 1 1 1

1 3
3 3m n m n

l l- = Þ = Þ + = ．

【例 4】在 OAB 中，OA a=
 

，OB b=
 

，若 2a b a b
   
× = - = ．

（1）求
2 2

a b+
 

的值；

（2）若 ( ) 0
a b

a b
a b

   
 

æ ö
ç ÷+ × - =ç ÷ç ÷
è ø

， 3AB AM=
 

， 2BA BN=
 

，求OM ON
 

× 的值．

【解析】（1）由于
2 2 2 22

2 2 4 4 2 8a b a b a ab b a b ab- = Þ - = - + = Þ + = + =
        

；

（2）
| | | |
a b
a b

 
 + 表示 AOB 的角平分线OD


的共线向量， a b

 
- 表示 BA


， ( ) 0.

| | | |
a b a b
a b

   
 

æ ö
ç ÷+ - =ç ÷
è ø

可知 OAB为等腰三角形，即 a b
 

，
2 2

8 2a b a b a b OAB       
     

为等边三角形．

1 1

2 2
ON a b 
  

，
1 2

3 3
OM b a 
  

，
2 21 1 2 1 1 1 1 4 2 4

3
2 2 3 3 3 2 6 3 2 6

ON OM a b a b a ab b
              
  

        
．
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 
【例 5】已知 O为ABC的外心，AB=4，AC=2，∠BAC为钝角，M是边 BC的中点，则 A ×M AO的值（ ）

A． 2 3 B．12 C．6 ．5D

【解析】
2 211 1 1

5
2 2 4 4

AO AM× = AO ç×ç AB + AC AB AC
     æ ö

+ ==÷÷
è ø

．


【例 6】设 P为锐角ABC的外心（三角形外接圆圆心）， AP k(AB


= +

 
AC


)（k∈R）．若 cos∠BAC=
2

5
，则

k （ ）

A．
5

14
B．

2
C．

5

7
D．

3

7

【解析】
( )

( )

2 2

2 2

1 2 1 2
52 2 5

1 2 1 2
52 2 5

AP AB k AB k+ AC AB× = k AB k AB AC AB k AC

AP AC k AB k+ AC AC× = k AC k AB AC AC k AB

æ ö
AB× = = + =Þ k-ç ÷ç ÷

è ø

æ ö
AC× = = + =Þ k-ç ÷ç ÷

è ø

  
14

        

          

ü
ï
ïï
ý
ï
ï
ïþ

；

AC=\

AB
 

故
2 5

2 3 14

öæ1
ç ÷ç ÷- =k kÞ k =
è ø

，选 A．

达标训练
 

1．已知两个非零向量 a， b 满足 |
   
a b || a b |，则下面结论正确的是（ ）

A．
 
a∥ b B．

 
a  b C． | |


a || b

   
D． a b  a b

  
2．已知△ABC和点M满足MA MA+ +MC 0= ．若存在实数m使得 B AC+ = mAM


A
  

成立，则m =（ ）

A． 2 B．3 C． 4 D．5

3．已知O是ABC所在平面内一点，D为 BC边中点，且 OA OB+ +OC2 0=
  

，那么（ ）

A． AO OD B． AO  2OD C． AO  3OD D． 2AO OD

4．已知非零向量 AB与 AC满足 (

  
) 0

| |AB | | AC
BC AB 

AC ，且
| | 2AB | | AC

1
=

 
AB +

AC ，则△ABC为（ ）

B．等边三角形A．等腰非等边三角形

C．三边均不相等的三角形 D．直角三角形

5．点O是△ABC所在平面内的一点，满足OA OB  OB OD OC OA
      

，则点O是△ABC的（ ）

A．三个内角的角平分线的交点 B．三条边的垂直平分线的交点

）

C．三条中线的交点

6．点 P是△ABC所在平面上一点，若PA PB  PB PC  PC PA

D．三条高的交点
     

，则 P是△ABC的（ ）

A．外心 B．内心 C．重心 D．垂心

7．点O是平面上一定点， A、B、C是平面上不共线的三个点，动点 P满足 OA= + l( A +
B AC ，)
A| |B A| C |

OP

   

[0,)，则 P的轨迹一定通过△ABC的（ ）

A．外心 B．内心
  

8．设点O在△ABC的内部，且有OA OB+ +2 3OC = 0 ）

A． 2 B．
3

2

C．重心 D．垂心

，则△ABC的面积与△AOC的面积的比为（

C．3 D．
5

3

9．已知 P为ABC内部任一点（不包括边界），且满足 (PB  PA)(PB  PA  2PC)  AB(CB CA)  0，则ABC

一定为（ ）

A．直角三角形 B．等边三角形 D．等腰三角形C．等腰直角三角形
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10．如图，在圆C中，弦 AB的长为 4，则 AB AC 
 

A．8 B． 8

（ ）

C．4 D． 4

15题第第 10题

11．已知点G是△ABC内一点，满足GA GB+ +GC 0=
   

，若
3


BAC  ， AB AC 1

 
，则 | AG |的最小值

是（ ）

A．
3

3
B．

2

2
C．

6

3
D．

6

2

12．边长为8的等边△ABC所在平面内一点O，满足OA OB- -2 3OC = 0
  

，若 |OP | 19 ，则 PA| |的最大

值为（ ）

A． 6 3 B． 2 19 C．3 19 D． 4 19

13．已知O是△ABC的外心， | AB | 4， | AC | 2，则 AO  (AB  AC) =（ ）

A．10 B． 9 C．8 D． 6

14．已知△ABC中， A  45， B  60，点H 是△ABC的垂心，存在实数 s， t，使得 AH sA= +B tAC
  

，

则 s， t的值分别为（ ）

A． s  2  3 ，
3

t 
3

B． s  2  3， t  3

C． s  2  3 ，
3

t 
3

D． s  2  3， t  2  3

15．如图， AB是圆O的直径， P是圆弧 AB上的点，M 、 N是直径 AB上关于O对称的两点，且 AB =6，
 

MN =4，则 P M PN =（ ）

A．13 B． 7 C．5
  

16．在△ABC中， AB = AC =5， BC =6， I 是△ABC的内心，若 BI mBA= + nBC

D．3

(m，nR)（m，n∈R），

n

m
=则 （ ）

3
A．

4
B．

6

5
D．

1

17．已知 A、 B、C三点不共线，且点O满足OA OB+ +OC 0=

C． 2

  
2

，则下列结论正确的是（ ）

A．
1 2

3 3
OA AB= + BC
  

B．
2 1

3 3
OA = - AB - BC
  

C．
21

33
OA = - AB - BC
  

D．
12

33
OA AB= + BC
  

18．在△ABC中，G为△ABC的重心，过G点的直线分别交 AB，AC于 P，Q两点，且 A =P hAB
  

，AQ  k AC，

则 16 h +25 k的最小值（ ）

A． 27 B．81 C． 66 D． 41

19．已知△ABC为等边三角形，动点 P在以 BC为直径的圆上，若 AP  AB  AC，则   2 的最大值

为（ ）

A．
1

2
B．

3
1

3
C．

5

2
D．

2
2 

3



20．已知平面上不共线的四点O， A， B，C，若OC OB= -5 4OC
  

，则
| |

BC| |


AB 等于（ ）

A．1 B． 2 C．3

21．△ABC所在平面上一点 P满足 P

A P

B+ +

P

C


=

A

B，则△

D． 4

PAB的面积与△ABC的面积比为（ ）

A． 2 :3 B．1:3 C．1: 4 D．1: 6

22．在△ABC中，G为△ABC的重心，过G点的直线分别交 AB，AC于 P，Q两点，且 A =P hAB
  

，AQ  k AC，

则
h k

）
1

1
=（

A．3 B． 4 C．5

23．已知平面向量OA


、

OB

、

OC

满足

  
：OA| | |OB= =| |OC |=1，

1

2
OA OB 
 

D． 6

．若OC  xOC  yOB，(x，yR)，

则 x  y的最大值是（ ）

A．1 B．
3

3
D．

2 3

3

24．在△ABC中，点G满足GA GB+ +GC 0=
  

C． 2

．若存在点O，使得
1

6


OG

=

B

C

，且OA mOB= + nOC

  
，则m  n =

）（

A． 2 B． 2
  

25．已知O为△ABC内一点，且有OA OB+ +2 3OC = 0

C．1 D． 1

，记△ABC，△BCO，△ACO的面积分别为 S1，S2，

S3，则 S1：S2：S3等于（ ）

A． 3: 2 :1 B． 3:1: 2 C． 6 :1: 2 D． 6 : 2 :1

26．已知G是△ABC的重心，过点G作直线MN 与 AB， AC交于点M ，N，且 A =M xAB
  

，AN  yAC，
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(x，y  0)，则 3x  y的最小值是（ ）

3
A．

8
B．

7

2
C．

5

2
D． +

4 2
3

3 3

27．已知 P为△ABC所在平面内一点，AB PB+ +PC 0=
  

，| PC || PC || AB | 2，则△PBC的面积等于（ ）

A． 3 3 B． 2 3

28．A，B，C，D在一个平面内，满足DA DB× = ×DB DC = DC ×DA = 2-

C． 3
     

D． 4 3

. | DA || DB || DC |，动点 P，M
  

， |PA| =1


满足 P =M MC ，则 |MB |的最大值是（ ）

A．
7

2
B． 4 C．

9

2
D．5

29．在△ABC中，O为中线 AM 上的一个动点，若 AM  4，则OA  (OB OC)的最小值是（ ）

A． 4 B． 8 C． 10 D． 12
 

30．在△ABC中，AB 1，ABC  60，AC AB  1 ，若O是△ABC的重心，则 B O AC
 

的值为（ ）

A．1 B．
5

2
C．

8

3
D．5

31．已知点 P在圆 y2  x2 1上，点 A的坐标为 (2 , 0)，O为原点，则 A ×O AP
 

的最大值为 ．

32．过点 P(1 , 3)作圆 y2  x2 1的两条切线，切点分别为 A， B，则 PA PB = ．

 
，则)

2
33．已知 A， B，C为圆O上的三点，若 A

1
O A= +( B AC


AB与 AC的夹角为 ．

 
34．在△ABC中，M 是 BC的中点， AM =3， BC =10，则 A ×B AC = ．

35．在四边形 ABCD中，A =B DC
 

BA| | | BC | B| D |
BD+

  
=（1，1）， BA BC = 3 ，则四边形 ABCD的面积是 ．

36．在△ABC中，M 是 BC的中点， A 120， 1

2
AB AC  
 

，则线段 AM 长的最小值为 ．
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专题 6 极化恒等式

第一讲 极化恒等式：
4

a b ê a b× =
1

+
é  
( ) (


)

2 2
- a - b

ù

ë
ú
û

在△ABC中，若 AM是△ABC的 BC边中线，有以下两个重要的向量关系：

 
 

1

2
1

2

AM AC  AB

BM

 

  AC AB






定理 1 平行四边形两条对角线的平分和等于两条邻边平分和的两倍.以此类推到三角形，若 AM是ABC
的中线，则 AB AC2 2  2AM 2  BM  .2

定理 2 在ABC中，若 M是 BC的中点，则有
22 2 21

.
4

AB AC  AM  BC  AM  BM
     

【例 1】（2014•新课标 II）设向量 ba

，

满足 a b  10 ， a b  6，则 a

 
×b等于 （ ）

A．1 B． 2 ．C 3 ．5D

【解析】由极化恒等式，即得

2 2
10 6

1.
44

a b+ - a - b
a
  -
b× = = =

【例 2】（2014•江苏）在平行四边形 ABCD中，已知 AB = 8，则 A ×B AD
 

的值是 .

【解析】取 AB中点 E，则
22   

PA PB× = PE - AE 2= ， PE2 18，CP  3PD
 

， CD  8， PD\ = 2， AE = 4

故DP为 FAE中位线，

22 2
2 2

40
2


AP
 AF AE+ - PE

\ = =

  
，

2 2
AF ×AE = AB×AD = AP - PE
     

\ = 22 .

【例 3】设点 P是边长为 2的ABC三边上的一动点，则 PA PB + PC( )
  

× 的取值范围是 ．

【解析】如图，设 BC的中点为 D，则 P

B P


C+ = 2


P

D，设 AD的中点为M ，

则 2 1
=) 2( 2 )

4
PA PB× +( PC PM AD

   
- ，显然，当 P在 B点时，


PM
   
的值最大，此时 PA PB× + PC = 2( ) ；当 PM ^ AB时，

PM


的值最小，此时 9

8
PA PB× + PC( ) = -
   ，所以 PA PB× + P( )C

  
的取值范围是 

9
[ , 2]
8

．

【例 4】正方形 ABCD-A1B1C1D1的棱长为 2，MN是它的内切球的一条弦（把球面上任意两点之间的线段称

为球的弦），P为正方形表面上的动点，当弦 MN最长时， P ×M PN
 

的最大值为 ．

【解析】设球心为 O，球半径为 R，则 R=2，根据极化恒等式： PM4 4 PO R- 2 = PO
2 2

4
   

PN× = - ，4 又因为

P为正方形表面上的动点，所以 PO


的最大值为正方体体对角线长的一半，即
 

3，所以 P ×M PN 的最大值

为 2．

D ×E DF

【例 5】ABC中，∠C=90°，AC=4，BC=3，D 是 AB 的中点，E,F 分别是边 BC，AC上的动点，且 EF=1，则 
的最小值等 ．

【解析】
2

2 1

4 4


DE
 

D

H
 

EF
 

DH


DF× = - = - （H为 EF的中点），CH DH+ ³CD，
5 1

22
\DH ³CD -CH = - = 2，

2 1 1 15
4

4 4 4
DE\ ×DF = DH - ³ - =
  

．
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【例 6】（2019•河西一模）如图梯形 ABCD， A / /B CD 且 AB  5， AD DC 2 4， E 在线段 BC上，

AC BD  0
 

，则 A E DE
 

的最小值为（ ）

A．
15

13
B．

95

13
C．15 D． 

15

13

【解析】解法一 在梯形 ABCD， AB∥


CD，则向量 AD与 AB


的夹角和向量 AD


与DC


的夹角相等，不

 
妨设为，由可知 AC BD  0， AD DC   AD  AB 0   

，整理得16 20cos  8c os 1 0 0 ，

解之得 cos
2

 
1
，所以  60，即 DAB  60，过点D向 AB作垂线垂足为O，建立如图 1所示的直

角坐标系，则 A 2,0 ，B 3,0 ，D 0,2 3 ，C 2,2 3 ，则 BE  BC  , 2 3  
，所以

E 3 ,2 3 ，所以 AE  5 , 2 3 
，DE  3 3    1


，

 
12  1  132  20 15，又知   0 1，当

13
 

10
时，取得最小值

95

13
，AE DE   5 3   

故选 B．

解法二 极化恒等式，如图 2所示.取 AD中点 F ，故

2
2 2 4AE BD  EF 

AD   EF 
2 

 

 
，故只需求出 EF

的最小值，根据几何意义可知，E0F  CB时取得最小值，由于 AC BD  0
 

，根据对角线向量定理（斯坦

纳定理），可知
22 2 2

20 13AC
AD BC  AB CD

BCBD    
 

，过C作CG∥ AD交 AB于G，
2

CH  AB于H ，令GH  x，则h CH  42 2x  13 3 x 2
，解得 x  2， h  2 3，根据等

面积法， 20 0
0=

131 1477
= 3=BFC ABCD2 2 2 2 13

BC E F
S S




E F
E F  ，  

min

147
= -4=

95

13 13
AE DE ，

故选 B.

达标训练
 

1.（2016•江苏卷）如图，在△ABC中，D是 BC的中点 E，F 是 AD的两个三等分点，BA CA  4
 

，BF CF  1

则 BE CE 
 

.

第 1题图 第 7题图

2.（2012•浙江卷）在△ABC中，M 是 BC的中点， AM  3， BC 10，则 AB AC 
 

.

 
3.（2019•启东期中）在ABC中，若 AB  7， BC  8，CA  7，则 AB BC  .

A．19 B． 32 C．38 D． 38



4.（2019•商丘期中）已知ABC中， AB AC 10， BC 12，点D为 AC的中点，点M 为边 BC上一动

点，则M D MC
 

的最小值为（ ）

A． 
3

2
B． 

7

4
C． 

9

4
D． 

5

4
 

5.（2019•长沙模拟）在 Rt△ABC中，CA CB  3，M 、N是斜边 AB上的两个动点，且MN  2 ，则CM CN

的取值范围为（ ）

A．
 2


2,
5



B． 2,4  C． 3,6  D． 4,6 

6.（2017•全国 II卷）已知△ABC是边长为 2的等边三角形，P为平面 ABC内一点，则 P
  
A P


B


 
 
P

C  的最

小值是（ ）

2 3
A． 2 B．

3
C．

4
D．1

7.（2018•天津）如图，在平面四边形 ABCD中， AB  BC， AD  CD，BAD 120， AB  AD 1．若

点 E为边CD上的动点，则

A

E B

E的最小值为（ ）

第 二 章 向 量

A．
21

16
B．

3

2
C．

25

16
D．3

8.（2016•浙江卷）已知向量 a , b , a 1, b  2 ,若对任意单位向量 e，均有 a e  b  e  6 ，

则 a b的最大值是 .

9.（2019•天津二模）如图，AB，CD是半径为 1的圆O的两条直径，A  3E EO
 

，则 EC  ED
 

）的值是（

A． 
4

5
B．

15

16
 C．

1

4
 D． 

5

8

10.（2013•重庆卷）在平面内， 21 1 2 1 2A B AB ,  AP1, A B A B .OB
  

OB



  

若 1

2
OP <


，则

OA

的取值范围

是 （ ）

A． 5
0,

2

 



B． 75
,

2 2


 
 

C． 
5
, 2

2

 


 
D． 








, 2

2

7

11.（2017•浙江卷）已知向量 a,b满足： a 1 , b  2 ,则 a  b  a b 的最小值是 ，最大值

是 .

12.（2013•天津卷）在平行四边形 ABCD中， AD 1，BAD  60， E为CD的中点.若 AC BE 1
 

，则

AB  .

13.若边长为 4的正方形 ABCD沿对角线 BD折成平面角大小为 60的二面角，则边 BC的中点与点 A的距离

为 .

14.设 P 是椭圆
2 2

1
16 9

x y
  上异于长轴端点的任意一点， 21 ,F F 分别是其左右焦点，O 为中心，则

2

21PF PF  PO  .

15.（2012•江西卷）在 Rt△ABC中，点D是斜边 AB的中点，点 P为线段CD的中点，则

22

2

P A PB

PC
等于

（ ）

A． 2 B． 4 C．5 D．10
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16.（2013•浙江卷）已知在△ABC中， P0是边 AB上一定点，满足 0 4
P 

1
B AB，且对于边 AB上任一点 P，

恒有 0 0P

B P

C 


P

B P



C，则（ ）

A． ABC  90 B． BAC  90 C． AB  AC

17.（2018•嵊州期末）如图，在△ABC中， A  2B AC ， A 
2

3


， 1P， 2P ， 3

D． AC  BC

P 是边 BC的四等分点，记

11 2I AP  AP
 

， 12 3I AP  AP
 

， 3 2 3I AP  AP
 

，则（ ）

A． 1 2 3I  I I B． 1 3I2  I I

C． I2 3 I I1 2D． 3 1I  I I

18.（2014•浙江卷）记max x, y  y 









x x  y
y x  y

y x  y
x x  y

,

,
, min x ,

,

,
，设 a，b为平面向量，则（ ）

A.min{a  b , a  b}min{a , b} B.min{a  b , a  b}min{a , b}

C.
2222

max{a  b , a  b } a  b D.
2222

max{a  b , a  b } a  b

19.（2018•浙江联考）如图，在等腰梯形 ABCD中，AB  2，CD  4，BC  5 ，点 E，F 分别为 AD , BC

的中点．如果对于常数，在等腰梯形 ABCD的四条边上，有且只有 8 个不同的点 P，使得 PE PF  
 

成

立，那么的取值范围是（ ）

A． 





 ,

20

9

4

5
B． 








4
,
11

20

9

C． 





 ,

4

1

20

9
D． ,

5 11

44



 

20.（2018•浙江期末）在△ABC中， AB  2，若
1

2
CA CB  
 

），则A的最大值是（

A．
6


B．

4


C．

3


D．

2



21.（2019•青羊月考）已知 AB 是半径为 2 的圆 M 的一条直径，四边形 ABCD是圆 M 内接四边形，

CMD 120，若 P在线段CD上（端点C、D除外）运动，则 P A PB ）
 

的取值范围（

A． (0,3) B． (1,3) C． [ 3， 0) D． ( 3,3)

22.（2018•柯桥期末）已知向量 a

，b

满足 a


| |1，b| | 2


，若对于长度为 2的任意向量 c


都有 | | 26a c

 
 |


b| c


，

）则

a b


| |的最小值为（

A．1 ．
14

B
2

C．
26

2
D．3


，23．（2019•青羊二模）已如平面向量 a b

， e

，满足 e| |1， a e

 
  2，  1


b e


，

a b| |  2


，则 a b

 
的

最大值为（ ）

2
A． 1 B． 2 C． 

5
D． 

5
4

24.（2019•海安期中）已知四边形 ABCD中， AB  2， AC  4， BAC  60 ， P为线段 AC上任意一点，

则 P



 
B P


C

的取值范围是 ．

25．（2011•山东卷）已知直线 l与椭圆
2 2

1
3 2

C :
x y

+ = 交于 1 2 2 2P(x y ), ,Q(x , y )两个不同点，且△OPQ的面积

6

2
S = ，其中O为坐标原点.

（1）求证： x + x1 2
2 2 和 y2 2

1 2+ y 均为定值；

（2）设线段 PQ的中点为M ，求 OM  PQ 的最大值.
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专题 7 极化恒等式之矩形大法
第一讲 极化恒等式之矩形大法

如图，在矩形 ABCD中，若对角线 AC和 BD交于点O，P为平面内任意一点，有以下两个重要的向量关系：

① PA P2 2C+ = PB2 + PD2 ；② PA PC× = PB × PD.
   

证明：①连接 PO，根据极化恒等式
22

22 2
2 2

a b
 a b a b 

   
  
  

，可得

2
2 2 2 2 22

4
PO 

AC
P A PC PB  PD


  

 
；

②根据极化恒等式
22

2 2
a b  

 a b  
 a b 

  
   

 
，可得

2
2

4
P

A P

C  PO 

AC


PB
 
 P

D


推广到空间，得到的结论就是：底面是矩形的四棱锥相对侧棱长的平方和以及向量乘积均相等．

【例 1】（2015•四川预赛）在矩形 ABCD中，AB  3，AD  4，P为矩形 ABCD所在平面上一点，满足 PA  2，

PC  21，则 PB PD× =
 

.

【解析】此题由于
2 2 2

PA PC+ = AC Þ PO = AO = DO ， PA\ ×PC = PB×PD = PO - AO2 2 = 0
   

.

【例 2】（2013•重庆卷）在平面内， 21


A


 
B A

 
B

， 21OB OB 1
 

， 21A

P A


B 


A

B 若 1

2
OP <


，则

OA

的取值

范围是（ ）

A． 0 ,
5

2


 
 

B.  ,
5 7

22





C. 
5
, 2

2

 


 
D. 

7
, 2

2




 

【解析】如图在三角形 OPA中 M为 AP中点， 2(OM MP2 2 )+ = OP2 OA+ 2 ，又因为 1 2 2OM B B ,MB^ = PM ，

22 2
22

2OM MB+ = OB 1= ，即OP OA2 2+ = 2，即
7

4
OP< £ 2，即

7
2

2
OP< £ ，选 D.

3图例例 2图

【例 3】（2008•浙江卷）已知 ba

、

是平面内两个互相垂直的单位向量，若向量 c满足 a c   b  c  0，

则 c

的最大值是（ ）

A．1 ． 2C．B 2 D．
2

2 2

0
22

a c- + b - c
【解析】(a c)- (b ( ) ( )é ù (a - c)é - (b - c)ù- c) = ê

ê ú
-ú ê
ê

=ú
úë û ë û

Þ a b+ - 2c = a - b ，由于

2

a  b  a b  2，

而 2c

与 a

 b

反向时，取得最大值，此时 c  2

.


法二：辅助圆法，如图，构造OA = a，OB = b


，OC = c


，取 AB中点M ，根据题意可知 A ^C BC，

2

2
OM AM= = BM = ，显然C在以 AB为斜边的圆上，故

2

2
CM = ，根据几何意义可知， 、O A、C、B

四点共圆，故当C位于图中C¢时，
max

¢O= =C 2c .
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【例 4】（2012•江西卷）在 RtABC中，点 D 是斜边 AB 的中点，点 P 为线段 CD 的中点，则

22

2

P A PB

PC
等

于（ ）

．C 5 ． 10DA．2 B．4

【解析】如图，将 RtDABC补全成矩形 ACBC¢， ( )
22 2 2

PA PB+ = 2 PD + AD

( ) (2 2 2 2 2
P= +C C¢D = PC2 4+ PC ) =1 P0 C ，故

2 2

2
10

PA + PB

PC
= ，选 D.

5图例例 4图

【例 5】已知向量 cba

、

、

满足 a = 3


， b = 2


， c =1


6图例
   

，且 ( ca b)(- - c) = 0，则 -a b
 

的取值范围是 _.

【解析】如图所示，令OA = a
 

，OB = b
 

，OC = c
 

，易知 BC ^ AC ,则作矩形 ACBD，根据矩形大法可知

22 2 2
OA OB+ = OC + OD ，即

2 2 2 2
a OD
  

b+ = c + ，根据 CD OC- £ OD O£ C + CD ， A =B CD ，

即 A - £1 2 3 £1+B A ，B Î 2 3 -1é ù
ê úë û, 2 3 +1-a b

 
.

【例 6】（2014•广东卷）已知椭圆
22

22

x
C :
a b

y
  a1( b 0)的右焦点为 ( 5 , 0)，离心率为

5

3
．

（1）求椭圆C的标准方程；

（2）若动点 0P(x ， 0y )为椭圆C外一点，且点 P到椭圆C的两条切线相互垂直，求点 P的轨迹方程．

【解析】（1）依题意知

22 5

55

3

c

a a

a b 



 


，求得 a  3，b  2，椭圆的方程为
22

1
49

x y
  ．

（2）（常规解法）①当两条切线中有一条斜率不存在时，即 A、B两点分别位于椭圆长轴与短轴的端点，P

的坐标为 ( 3 , 2)，符合题意，

②当两条切线斜率均存在时，设过点 P(x0 ，y0 )的切线为 0 0y k x x( )  y ，
222 2

0 0 ]

9 4 9 4

x y
 

x

[ (k x x )  y

1 ，

2 2 2 2
0 0 0 04 9x k[ (x x )  y  2ky (x  x )]  36， x4 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 09[k x k x k 2 x x  y  2ky x  2ky x ]  3 ，6 整理得

2 2 2
00 0 0(9 4)k x 18 (k y  k )x x 9[(y  k )x 4] 0 ，  2 2 2

0 0 00[18 (k y  kx )] 4(9 k 4) 9[( y kx ) 4] 0，

整理得 x( 2 2 2
0 0 0 09) k 2x  y  k  (y  4)  ，0

2
0

1 2 2
0

4
1 1

9
k k 

y

x


 


， 2 2

00 x y 13．把点 ( 3 ,  2)代入

亦成立，点 P的轨迹方程为： x y2 2 13．

【秒杀解法】如图，作 1 1F 关于 P 、A PB的对称点 、C D，F1C、FD分别交 P 、A PB于 、E F，连接OE、OF ，

21CA AF= ÞCF = a2 =6， 1 2BD BF= Þ DF = a2 =6，根据中位线原理， 2

1

2
OE CF= = 3， 2

1

2
OF DF= = 3，四

边形 1PEF F 为矩形 22 2 2 2
1ÞOE OF+ = OF OP+ ÞOP =13

，
故点 P的轨迹方程为： x y2 2 13．

这道高考题的背景就是蒙日圆.普通高中课程标准实验教科书《数学 2ꞏ必修ꞏA版》(人民教育出版社，2007

年第 3版，2014年第 8次印刷)第 22页对画法几何的创始人蒙日(G.Monge，1745-1818)作了介绍.以上高考

1题第(2)问的一般情形是：曲线  :
2

2

2

2


y


ba

x
的两条互相垂直的切线的交点 P的轨迹是圆 x2  y 2  a 2  b2 .

此结论中的圆就是蒙日圆.



达标训练

1.（2018•漳州模拟）已知 |  | 2

|a b|


， c

| |1， ( )  0a c

 
 )


b(  c


），则


a b


| |的取值范围是（

A． [ 6 1， 6 1] B．
7 1

[ ,
7 1

]
22

 

C．[ 7 1, 7 1] D．
6 1

[ ,
6 1

]
2 2



2.（2018•龙岩期中）已知向量 a b

, ,
 

c满足： | | 1,a a
 

(  )c

 (b  )c


,a

 (a



 
2 )b ，若 |

37
b |

2


， c


| |的最大值

和最小值分别为m， n，则 m n等于（ ）

A．
3

2
B．

5

2
C． 37 D．

3 5

2

3.（2018•唐山二模）在△ABC中， C  90， AB| | 6，点 P满足 CP| | 2，则 P A PB ）
 

的最大值为（

A． 9 B．16 C．18 D． 25

a b

，向量4.（2018•运城市四模）已知 a


，b

为单位向量，且 c


满足 c a

 
 


| |b  2 ），则 c


| |的范围为（

A． [1， 1 2]

C．[ 2,2 2]

B．[2  2 ， 2 2]

D．[3 2 2 ， 3 2 2]

5.（2018•三门峡期末）已知向量 a b

, ,
 

c，满足 a

| | 2， |    3|b a

 
b ，若 ( 2c a

 
 ) (c

 2



b)  0

3
，则 b c


| |


的

）最小值是（

A． 2 3 B． 2 3 C．1 D． 2

第 二 章 向 量

6.（2018•浙江三模）已知 |  | 1

|a b|


，向量 c

满足 | c a

 
(  b) || a

 
b |，则 c


| |的最大值为 ．

7.（2018•赣州期中）已知

| |a b| | 1


，且


a b

，若 a b 

 
m| |1


成立，则 | |


m 的取值范围是 ．

8.（2018•黔东二模）在平面上， 1 2OB  OB
 

， 1 2

 
MB| | MB | 2 ， 21O


P
 
OB


 
 
OB
 

．若

MP| |1，则 OM| |


的

取值范围是 ．

9.（2018•宝山区二模）如图，已知O为矩形 P1P P2 3 4P 内的一点，满足 1OP  4，

3OP  5， PP1 3  7，则 42OP OP
 

的值为 ．

10.（2018•黔东南州二模）在平面上， 21OB  OB
 

，且 1OB| | 2


， 2OB| |1


，

1 2OP OB OB
   

．若 1 2M| |B M| B |
 

，则 PM| |


的取值范围是 ．

11.（2018•天津南开区一模）在四边形 ABCD中， AB AC  AD  2 ， A B AD，则CB CD
 

的最小值

为 ．

12.（2019•播州月考）已知向量 AB| |1


， BC| | 2
  

，若 AB BC  0
 

，AD DC  0，则 BD| |


的最大值为（ ）

A．
2

5
5

． 5CB．2

13.（2019•浙江期中）已知 a

，b

是两个单位向量，与 a


，b

共面的向量

D． 2 5

c

满足 2c a

 
 ( )b c


 a

 
b  0，则

）c

| |的最大值为（

A． 2 2 ． 2CB．2 D．1

14.（2019•衢州期中）设平面向量 a b

, ,
 

c满足 a

| |1， b| | 2


，  1

a b


， a c
 
( )  b(  c


)  0


，则 | 2 a c

 
|的最

大值为（ ）

A．
73

2


B．

3 1

2


C． 3 D．2



15.（2016•重庆月考）已知向量 a b

, ,
 

c，满足

| | 4 ,a b| | 2


，   0

a b


， c a
 
( )  c


( b)  0


．

（1）求

| 2a b |

的值；

（2）求 c

| |的最大值．

16.（2016•武汉模拟）已知椭圆
2 2

2 2
C
x

:
a b

y
 1的短轴长为 2，离心率

2

2
．

21

（1）求椭圆C的标准方程；

（2）T1 ，T2 为椭圆上不同两点，过T1 ，T2 作椭圆切线交于点 P，若

T P  T P，求点 P的轨迹 E的方程；

（3）若 1PT 交 E于 1Q ， 2PT 交 E与 2Q ，求△ 1 2PQQ 面积的最大值．
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专题 8 对角线向量定理

第一讲 对角线向量定理（斯坦纳定理）  
2 )

2
AC

AD BC( )  AB( CD
BD 

 
2 2

 
2


 
①

图 1

如图 1 所示，在ABC中，由余弦定理的向量式有
2 2 2

2
CA

CA CB A B
CB 

图 2  
 

；在CAD中，同理有

2 2 2

2
CA

CA CD  AD
CD 

  
  2 )

2
CB )

AD BC( )  AB( CD
．所以在四边形ABCD中，AC BD  AC  CD( 

 
2 2

 
2


    
,

即
2 )

2
AC

AD BC( )  AB( CD
BD 

 
2 2

 
2


 
,这就是对角线向量定理（斯坦纳定理）．

推论 1：cos
AD  BC    22 2 2

AC BD,
AB C D



   
 

②
2 AC BD

说明：式子①②既适用于平面向量也适用于空间向量

推论 2：在空间向量中涉及折叠的问题，一定有折痕的向量与任意向量在折叠前后对应的向量的乘积不变；

证明：如图 2 所示，在四边形 ABCD中，沿着 BD折叠后， A移到了 A'位置，则

AC BD 
AD  BC  AB CD


A'D  BC  A'B CD

 A'C  BD
22

22222222

．

【例 1】（2018•宁波期末）如图，在四边形 ABCD中，A B BC ，AB  3 ，BC CD  DA 2 ，AC 与

2 3BD交于点O，记 I1

OA


 

OB

， I


OB


 
 
O

C

， I


OC


 O

D

，则（ ）

A． 1 2 3I  I I B． 3 2I1  I I C． 1 3I2  I I D． 1 2I3  I I

【解析】由对角线向量定理得 AC
2 2 )AB CD( )+ - (

22

AD2 C+ B
 

2
 

 
DB× = = 0>

5
，

所以b tDB
       

a- = OB×OC -OA×OB = OB×AC = ×AC > 0(t > 0)，

COSÐAO) B < 0
       

而 c a- = OC ×OD -OA×OB = OC OD( - OA OB ，所以 c a< < b选择 C.
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【解析】如图所示，由对角向量定理得， AO
AC( 2 BO+ -) ( 2 )

2

AB2 C+ O
 

2
 

 
BC× = 8= ，所以答案选 D.

【例 3】（2018•宝山期末）如图，在四边形 ABCD中，A B BC，A D DC若，AB


= a，A =D b


，则 A C BD
 

等于（ ）

A．b2  a2 B． a b2 2 C． +a b2 2 D． a b2 2

【解析】如图所示，由对角线向量定理得
-)2 AB( 2


2
  

2

=
) b2( - a2 +) ( 2 )

2 2
AC

A( D B+ C +CD BC -2 CD
 

 
BD× =

=
2 2 2 2 2 2

2) - (b a( )- + AC( A- B AC - AD )
= -2b a

   
所以答案选 A.

2

【例 4】（2005•浙江）如图所示，M 、 N是直角梯形 ABCD两腰的中点，DE⊥AB于 E，现将 ADE沿

DE折起，使二面角 A  DE  B为 45°，此时点 A在平面 BCDE内的射影恰为点 B，则M 、 N的连线与 AE

所成的角的大小为 ．

【解析】连接 EM、EN、AN，由题意有 AM=EM，AN=EN，由对角线向量定理得

2AN EM2 2( )  ( 2

0
)AM E N

AE  MN 

   
 

，即 A ^E MN
 

，所以答案是 90°.
2

【例 5】（2015•浙江）如图，三棱锥 A  BCD中， AB  AC  BD  CD  3， AD  BC  2 ，点M ，N分别

是 AD， BC的中点，则异面直线 AN，CM 所成的角的余弦值是 ．

2 - A)2 C( 2

【解析】容易求得 AN=CM= 2 2 ，MN= 7 ，由推论 2 有 cos  AN ,CM  
(

=
2 ) 7

82

AM C+ N

AN CM

   

 
MN+

×
.

【例 6】（2009•浙江）如图在长方形 ABCD中， AB  2 ， BC 1， E为DC的中点， F 为线段 EC（端点

【例 2】如图，在圆 O中，若弦 AB  3，弦 AC  5，则 A O BC
 

的值是（ ）

A． 8 B． 1 C．1 D．8

除外）上的动点，现将△AFD沿 AF 折起，使平面 ABD 平面 ABCF，在平面 ABD内过点D做DK  AB，

K为垂足，设 AK  t，则 t的取值范围是 ．

   
【解析】根据推论 1有：当DK⊥AF时，DF K2 2A  AD2  KF 2 ，设DF x（x 1），则 x t2 2+ = 2 +(x - )t

2
1 1+ 2 ，

所以  
1

( ,
1

1)
2

t
x

.
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【例 7】（2012•浙江）已知矩形 ABCD，AB=1，BC= 2 ，将ABD沿矩形的对角线 BD所在的直线进行翻

折，在翻折过程中（ ）

A．存在某个位置，使得直线 AC与直线 BD垂直

B．存在某个位置，使得直线 AB与直线 CD垂直

C．存在某个位置，使得直线 AD与直线 BC垂直

D．对任意位置，三对直线 AC与 BD，AB与 CD，AD与 BC均不垂直

【解析】在翻折过程中，只有 AC的长度是变化的，且
3

3
3

AC£ £ ，由对角线向量定理有：

AD  BC AB  C D 2 2 2 2AC BD 
1

2
1

 

    
，显然 AC与直线 BD不垂直，而 )2

2
AB C2 D 

1
[(AD  BC

 
2


2


AC(  BD )]2 1
(1 2 ) AC


2
 

.当 AC=1 时，直线 AB与直线 CD垂直，所以选择 B.2

【例 8】（2016•浙江）如图已知平面四边形 ABCD， AB  BC  3，CD 1， AD  5 ,ADC  90，沿直

线 AC将△ACD翻折成△ACD，直线 AC与 BD所成角的余弦值的最大值是 ．

【解析】翻折后仍有
AD  BC'   2 2 2 2 '

2'
2

AC  BD
AB AD

 

   
 

.设直线 AC与 BD所成角为 ，由对角线

向量定理的 BD6 ' co s  2 ，当且仅当 BD最小时，AC与 BD所成角的余弦值最大.

有 cos ACD  cos A CB ,所以，在翻折过程中， BD的最小值为 BC CD=2，即 cos 的最大值为
6

6
.

【题目】已知 AB为半圆的直径，且 AB = 2，C、D在半圆上，则 A C BD
 

的最大值是（ ）

A．
1

2
B．1 C．

3

2
D． 2

【解析】

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

AD B+ -C AB - CD AB - BD + AB - AC A- B - CD
AC
 

BD× = =

2 2 22 2 2 2 334 1

22 2

AB BD- - AC - CD BD- × AC CD×
£= ,当仅当 AC= CD= = =BD 1时等号成立；关于此

题的争论，王亮老师认为取等条件过去牵强，并且三个数乘积 AC CD× × BD 并非定值，所以此解答方法不

老唐给到的回复是：此题只有一个等式，就是AC CD+ +DB p= 1,令三段弧分别对的圆心角为q 、q2 、q3 ，

当圆心角相等，则弦相等，根据柯西不等式 A(C CD+ + DB) £2 (AC) CD( )+ +2 2 2DB( )é ù
ê úë û(1 1+ )1+ ，此时取等

条件是三段弧长相等，则对应的弦长相等。或者利用琴生不等式，由于 f ( ) = sinx x在区间
æ ö

0,ç ÷ç ÷
è ø2

p
上是凸函

数，故有 ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3

3 3

f x f x+ + f x x
ç
æ ö+ +x x

÷÷³ f ç
è

，故
ø

31 22sin 2sin 2sin
2 2 2

AC CD+ + DB
q q q

= + +

31 2

2 2 23sin 6sin 3
3 6

ç
q qæ q

p
ö

+ + ÷
=÷2£ ´ =ç

ç ÷
÷÷çç

è ø

，再利用柯西不等式求出 AC CD+ +2 2 2DB 最小值，两次的取等条件一

致，故得出答案

严谨.



1．在△ABC中，AB=2，AC=3， AB AC  2

达标训练
 

．若点 P满足 BP = 2PC
 

，则 AP BC
 

．

 
2．（2019•迎泽月考）如图，正六边形 ABCDEF的边长为 1，则 AC BD （ ）

A．3 ．
3

B
2

C． 3 D．
3

2

第 2 题图 第 4 题图 第 6 题图

 
3．（2013•新课标 II）已知正方形 ABCD的边长为 2， E为CD的中点，则 A ×E BD ．

 
4．（2019•河西一模）如图梯形 ABCD， A / /B CD且 AB  5， AD DC 2 4， AC BD  0 ，则 A D BC

 
的
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）值为（

A．
15

13
B．10 C．15 D． 

15

13
 

5．（2019•沙坪坝期中）在边长为 4 的等边ABC中，M ，N分别为 BC，AC的中点，AM BN （ ）

．0CA． 6 B．6 ． 
3

D
2

，且点 P在线段 AB的垂直平分线上，向量OP  c
 

，
  

6．如图，P为△ABO所在平面内一点，向量OA a,OB= = b

若 a  3， b  2 ，则 c  (a  b) 的值为（ ）

A．3 B．5 C．
2

3
D．

2

5

7．（2019•全国 I 卷模拟）△ABC的外心为O， AB  3， AC  4 ，则 A O BC
 

等于（ ）

A．
3

2
B．

5

2
C．3 ．

7
D

2

8．（2015•浙江学业考试）如图，在菱形 ABCD中，BAD  60线段 AD，BD的中点分别为 E，F．现将△ABC
沿对角线 BD翻折，则异面直线 BF与CF所成角的取值范围是（ ）

A． 




 3

,
6

 
B． 






  
2

,
6

 
C．





,
23

 


D． 







3

2

3

 
，

9．（2018•新课标Ⅱ）在长方体 ABCD  A1B1C1D1中， AB  BC 1， AA1  3 ，则异面直线 AD1与DB1所成

角的余弦值为（ ）

A．
1

5
B．

5

6
C．

5

5
D．

2

2

10．（2018•和平一模）如图，已知在梯形 ABCD中， AD // BC， AD  5，BC  3，且梯形 ABCD的面积等

于 8，则 A C BD
 

可取得的最大值为（ ）

A．10 B．11 C．12 D．15

第 10 题图 第 11 题图
 

=1，则 AD11．（2018•如皋二模）如图，在平面四边形 ABCD中，AB  2 ，BCD是等边三角形，若 A C BD

的长为 ．
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第 12 题图 第 13 题图

13．（2019•山西期末）如图，60°的二面角的棱上有 A，B两点，直线 AC， BD分别在这个二面角的两个

半平面内，且都垂直于 AB．已知 4AB ， 6AC ， 8BD ，则CD的长为（ ）

A． 17 B．7 C． 2 17 D．9

14．（2018•临川模拟）在矩形 ABCD中， 4AB ， 3BC ，沿对角线 AC把矩形折成二面角 BACD  的

平面角为 60 时，则 BD ．

12．如图，在四边形 ABCD中，AB  BC，AB  6，BC  8，ACD是等边三角形，则 A C BD
 

的值为 ．

第 三 章 解 三 角 形

专题 1 三板斧之射影定理
第一讲 一板斧射影定理

在△ABC中，求证： a bcosC= + ccosB， b c cos= +A a cosC， c a cosB= + bcos A .

证明： 在△ABC中，由 A  B  C   ，得 A    (B C) .

所以 sin A  sin(B C)  sin B cosC  cosB sinC .

设△ABC的外接圆半径为 R，由正弦定理得， B
R

C 
c

R
B C) 

b

R

a
cos

2
cos

2
sin(

2
 ，

即 a  bcosC  ccosB .同理可证： b c cos A a cosC， c a cosB  bcos A .

图 1 图 2 图 3

几何解释：（1）当△ABC为直角三角形时（如图 1），不妨设角 B为直角，由直角三角形的边角关系得

a bcosC，又 cosB  0，所以 a bcos C ccosB .

（2）当△ABC 为锐角三角形时（如图 2）过点 A 作 AD⊥BC,垂足为 D.由直角三角形的边角关系得

BD  ccosB，CD  bcosC，所以 a  BD  DC  bcosC  ccos B .

（3）当△ABC为钝角三角形时（如图 3），不妨设角 B为钝角，过点 A作 AD  BC，交 CB的延长线于点

D，由直角三角形边角关系得，D C bcosC， BD ccos ABD c os( B )  cc osB，

所以， a  DC  BD  bcosC  (ccosB)  bcosC  ccosB．

【例 1】（2013•陕西）设△ABC， cosb C cC os B a sin A，则△ABC的形状为（ ）

A．锐角三角形 B．直角三角形 C．钝角三角形 D．不确定

【解析】△ABC的内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，∵ cosb C cC os B a sin A，则由正弦定理可

得 sin cosB C sin cC os B sin2 A，即 sin B   sin2C A，可得 sin A 1，故
2

A


 ，故三角形为直角三角

形，故选 B．由于是选填，此题可以直接利用射影定理 a bcos C c cosB a s in A si n A 1 ，会更快.

【例 2】（2008•山东）△ABC的内角 A、B、C所对的边分别为 a、b、c，向量m ( 3 , 1)，n  (cosA , sinA)，

若m  n，且 cosa B cb os A c sinC，则角 A、B的大小分别为 （ ）

A．
6
，

3
B．

3
，

6
C．

3
，

6

  2   
D．

3


，

3



【解析】 1 2 1 2 3cos  sinA  0 sin 3cos  tan 3
3

m x x  y y A A A A


n      A 
 

.

2
cosa B cosb A  c sc inC


 sinC 1 C  ，故

6
B


 .
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A．
6


B．

3


C．

3

2
D．

6

5

【解析】
1 1

sin cos sin cos cos cos sin
2 2 2 6

b
a B C c B A b a C c A R b B B

R


           ，故选 A．

【例 4】（2019•新乡三模）在 ABC△ 中，角 A，B，C所对的边分别是 a，b，c．已知
6

(
2

a ， 2)， 1b  ，

且 cos cosab C c A abc  ，则 cosB的取值范围为（ ）

A．
7

(
12

，
3
)

4
B．

7
(
12

，
2
)

3
C．

3
(0, )

4
D．

2
(0, )

3

【 解 析 】 解 法 一 因 为 1b  ， 且 cos cosab C c A abc  ， 所以 cos cosab C bc A ac  ， 即

ab 
2 2 2 2 2 2

2 2

a b c b c a
bc ac

ab bc

   
  ， 所 以

2 1b ac  ， 从 而
1

c
a

 ， 所 以

2
2

2 2 2
1

1
cos

2 2

aa c b aB
ac

  
  ，因为

6
, 2

2
a

 
  
 

，所以当
6

2
a  时，

7
cos

12
B  ；当 2a  时，

3
cos

4
B  ，又   1

f x x
x

  在
3
,2

2
 
 
 

上单调递增，故的取值范围为
7 3
,

12 4
 
 
 

，故选 A.

解法二 因为 1b  ，且 cos cosab C c A abc  ，所以 cos cosab C bc A ac  ，根据射影定理：

cos cos
ac

a C c A b
b

   ，所以
2 1b ac  ，剩余步骤同法易，故选 A.

【例 5】（ 2019 •安 徽模 拟） 斜 ABC△ 的 内 角 A ， B ， C 的 对 边 分 别 为 a ， b ， c ， 已知

2 cos (sin 1) cosc A B a C b    ，则 sin B的值为（ ）

A．
1

3
B．

1

2
C．

2

2
D．

3

2

【 解 析 】 解 法 一 因 为  2 cos sin 1 cosc A B a C b    ， 所 以 由 正 弦 定 理 可 得 ：

 2sin cos sin 1C A B   sin cos sinA C B ， 可 得 ：

 2sin cos sin 2sin cos sin sin sin cos sin cosC A B C A A C A C C A    ， 整 理 可 得 ：

2sin cos sin sin cosC A B A C ，因为在 ABC 中， sin cos 0C A  ，所以解得
1

sin
2

B  ，故选 B.

解法二 根据射影定理 ,  2 cos sin 1 cosc A B a C b    cos cos cos cosa C a C c A c A     ,故

 2 sin 1 1B    ，
1

sin
2

B  ，故选 B.

【例 6】（2019•河南一模）在 ABC△ 中，角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，若
2 cos

cos

a c C

b B


 ， 4b  ，

则 ABC△ 的面积的最大值为（ ）

A． 4 3 B． 2 3 C．2 D． 3

1

2
【例 3】（2013•辽宁）在△ABC，内角 A，B，C 所对的边长分别为 a，b，c，a sin cB osC sic n cB os A b，

且 a b，则 B （ ）
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【 解 析 】 解 法 一 因 为 在 ABC 中 ，
a c


2 co Cs

， 所 以 a c 2 co Bs  bco Cs ， 所 以

2 3

cosb B

2sin  sinA C  cosB  sin cosB C，所以 2sin cosA B sin cC os B sin cB osC sin B C sin A，

约掉 sin A可得 cosB 
1
，即 B 


，由余弦定理可得16  a c2 2  2a cc osB  a 2 2c a c  2ac  ac，

所以 ac 16，当且仅当 a c时取等号，所以ABC的面积 4 3
42

S a sinc B
1 3

ac  ，故选 A.

解 法 二 因 为
2 cos

cos

a c C

b B
 ， 所 以 a c 2 co Bs  bco Cs ， 根 据 射 影 定 理 可 得 ：

2 cosa B bcos C cosc B  a ，所以 cosB 
1
，即

3
B


 ，根据椭圆灵动焦点三角形面积公式

3

 a c

2 16
12

  
 4 2

a c  b

2

S
1

  2 2  tan
B
 ， 由 于

8sin 8
63

a c  2R 2sin A
 2

  


A A
   sin    

   

， S 
3 2 8 1 6  4 3

12
，故选 A.

注意：法二中用到了射影定理、椭圆灵动焦点三角形面积公式、万能辅助角公式，在接下来的专题中，这

些公式会逐步体现出来优势．

达标训练

）1.（2019•宝坻期中）在△ABC中，角 A、B、C的对边分别为 a、b、c，则 cosa B  cb os A等于（

A．
2

a b
B． b C． c D． a

2.（2019•海淀月考）在△ABC中，角 A，B，C的对应边分别是 a，b，c，若 3 sinb A c cos A a cosC，

则 sin A  ； cos 2A  ．

3.（2019•石河子月考）在三角形 ABC中，角 A、B、C所对应的边分别为 a、b、c，已知 cosa B cb os A 3a，

c
 ．则

a

4．（2019•金牛期中）已知△ABC的三个内角 A， B，C的对边分别为 a， b， c，满足

cosb C ( a )(c sb inC 1 )  0，且 a c  2，则 sin B的值为 ．

5．（2019•镜湖模拟）在△ABC中，若 sina B cosC c sin cB os A
1
b，且 a b，则角 B  ．

2

6．（2019•淄博三模）在△ABC中，角 A，B，C的对边分别是 a，b，c，a  4，b  2 3， cosc B (2 a )b cosC，

则ABC的面积为 ．

7．（2019•珠海二模）△ABC的内角 A， B，C的对边分别为 a， b， c，已知 ( 2a c)cos B bcos A 0，

则 B  ．

3
sin

3
8．（2019•淮安期中）△ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，已知b a(cosC  C)，a  3，

c 1，则角C  ．

9．（2018•红岗期中）已知 A、B、C分别为△ABC三边 a，b，c所对的角，且 (2b c)(b 2 2c a )2 2 abccosC．

（1）求角 A；

（2）若 a  3，求 BC边上中线 AM 的最大值．
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10．（2019•涪陵月考）在△ABC中，角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，且
4sin A  7 cos


7 cosC B

．
c b

（1）求 sin B的值；

（2）若 a，b， c成等差数列，且公差大于 0，求 cos A  cosC的值．

11．（2019•长沙期末）已知 a，b，c分别为△ABC三个内角 A，B，C的对边， cosa C  3a sinC b  c 0．

（1）求 A；

（2）若边b， c是方程 2 2 3x x  2 0 的两根，求边 a的长及 ABC的面积．

13．（2019•河南月考）已知 a，b，c分别为△ABC三个内角 A，B，C的对边， (cosa C 3sin )C  b ．c

（1）求角 A；

12．（2019•孝感期中）已知 a，b，c分别是△ABC三个内角 A，B，C的对边，且 2 cosa C bcos C cc osB．

（1）求角C的大小；

（2）若 c  2，ABC的周长为 6，求该三角形的面积．

（2）若 a  5，求△ABC的周长的最大值．

专题 2 三板斧之灵动面积周长公式
第一讲 二板斧之灵动面积周长公式

1．余弦定理推导式： a b ( )c (a b c   ) a b2  2c  ab 2 1 c C os ，（把 +a b 当做一个整体）

2．面积公式推导式：

公式一：
2 2 2

sin
)

C (
1 2 2

1 (
)2 tan

2 2 2cos 4

a b  c
S absin
1

C C
C

a b c .

 C    a b


2 2

2 2 2 2 1
ab2 cos 2 1 cos

2 1 cos 2

  c
ab S= ab sinC

C
C a  b c    a  b

2
c  ab  ，又

公式二： a b
2 a b22 21 sin 1

tan
4 1 cos 4 2

CC

C
S   c   c   .（椭圆灵动焦点三角形面积公式）

同理 ab2     a b
 C 

2 2

2 1 cos
2 1 cos

  c
C  a  b 2  c  ab 

 
，代入

1

2
S a= sb inC

公式三： a b
2 a b2221 sin 1 1

4  1 cos 4 tan
2

CC

C
S   c  c    .（双曲线灵动焦点三角形面积公式）

【例 1】（2019•新课标 II）△ABC的内角 A， B，C的对边分别为 a，b， c．若b  6，  2a c，
3

B


 ，

则△ABC的面积为 ．

【解析】 解法一 由余弦定理有b a2 2  c2  a2 cc osB，因为b  6，  2a c， B


 ，所以

236  2 c  c2  4c2 cos
3


，所以 c2 12，所以 S

1
ABC 2

a sinc B 2 sinc B  6 3

3

，故答案为6 3 .

21
tan
B

6 3
4 2

a c
2  2b  ac2 1  cosBC  2 3，S解法二   a 2c  b  ，故答案为6 3 .

【例 2】（2019•浙江模拟）在△ABC中，已知三边 a、b、c满足(a b+ + c)(a b+ - c) = 3ab，则∠C等于

．

【解析】 a b ( )c (a b c ) ab 2 1 c C os  ab3 ，故1 cosC 
3

2
， cos

2
C 

1
，C  600



（5）故当 B 30 时， sin  sinB C取得最大值 1.

【例 4】（2019•株洲月考）在△ABC中，角 A， B，C所对的边分别是 a， b， c．若 cos
14

A 
13

， a  3，

且△ABC的面积为
15 3

4
），则b c （

A．11 B．12 C．13 D．14

【解析】因为 cos
14

cos2
3 3

A 
13

，所以 sin
14

A1A  
sin 3

， tan
12 cos 9

A A

A
 


，根据椭圆灵动焦

点三角形面积公式 c
 b

2 2 tan
A

 
15 3

24 4
S   1

 a ，则b c 12，故选 B.

【例 5】（2019•孝感期中）在△ABC中，a，b，c分别为内角 A，B，C所对的边长，若 c a ( )2 2b  ，4

3
C ）


 ，则△ABC的面积是（

A．
3

． 3CB．3 D． 2 3
2

【解析】根据双曲线灵动焦点三角形面积公式
21 1

3
4 tan

2

S  c a  2 b
C

 ，故选 C.

【例 6】（2019•蚌埠三模）在△ABC 中， a， b ， c 分别为内角 A ， B ， C 的对边，若 a c  4 ，

2sin sinB A  sinC，则△ABC的面积的最大值为（ ）

A． 3

【 解 析 】

B．2 C． 2 3 D．4

因 为 2sin B sin  sinA C ， 由 正 弦 定 理 得 b c  c 2 4 ， 即 b  2 ， 由 于

a c 2  2b  ac2 1 co Bs  ， 故
a c

2 2

2

6 3 3
cos

4 2 41 cosB cos

B
ac

B


    B 60  ，

ABCS 
1 2


 tan

B
3 tan 3

24 2
a c 2 b

B
 ，故选 A.
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2

2．（2019•山东模拟）在△ABC 中， a， b， c 分别为角 A， B ， C 的对边，若△ABC 的面为 S ，且

4 3S a(  b) 2 2c ，则 sin(
4

C


）) （

2
C．

26

4
D．

6 2

4
A．1 B．

2  

3．（2019•绵阳模拟）在△ABC中，a、b、c，分别为内角 A，B，C的对边，若
2

 a, 2 10A ，且△ABC

达标训练
 b(a2 2c)

bc
）1，则A的大小是（

A．
6

B．
4

1．（2019•乐山期中）在△ABC中，若

 
C．

3


D．

2

3



3

的面积
22 2

12
S 

a b  c
），则 c （

A． 2 3 B． 4 3 C．
2 3

3
D．

4 3

3
4．（2019•宜宾模拟）在△ABC中， A， B，C的对边分别是 a，b， c，且b  2，B 60 ，△ABC的面

）积为 3，则 a c （

． 14BA．4 C．2 D． 4 2 3
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5．（2019•海安月考）在△ABC中， a，b， c分别是角 A， B，C所对应的边，若 c边长 7 ，△ABC的

面积为
3 3

2
，且 2cosc C( coa s B cob s )A ，则△ABC的周长为（ ）

A． 5 3 B． 3 5 C． 5 7 D． 7 5

6．（2019•安远月考）在△ABC中，角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，面积为 S，若 S a 2 (b  c2 2 ，)

）则 sin A等于（

A．
12

13
B．

1

2
C．

15

17
D．

4

5

7 ．（2019•汕头模拟）在△ABC中，内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，已知 a b ( )c (a b c ) ab3 ，

且 c  4，则△ABC面积的最大值为 ．

8．（2019•德州一模）在△ABC中，内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，已知△ABC的面积为 5 2 ，

3
c b  2， cos

32

A
 ，则 a的值为 ．
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专题 3 三板斧之万能辅助角公式
秒杀秘籍：第一讲 万能辅助角公式

已知三角形的一个内角 C，求 sin A  sinB或者 sin A   sinB

公式四：
2 2

a b  4 cR os sin A 
C C 

，


a b  R 2 2c o Cs 1sin B   R22 2  2co Cs 1  0

证明： sin A sin+ = sinB A sin+ (A + )C si= n (1A cos+ )C c+ os sinA C

2 2cos sin cos  cosA Asin 2cos sin
2 2 2 2 2

2cos Asin
C
cos

22 2

C C C C
 2sin cosA

C
   A

C
  C

   
  

故： cos sin
22

C
a b  4R  A 

 C


 

sin  sinA B  sin B C  s in B sin B cos C co s sinB C  cos 2C sin 2 sinC B  ， 其中

sin
tan

cosC+

C ，故 sin sinB   2 2 cosA C 1




【例 2】（2011•新课标）在△ABC中， B 60 ， AC  3，则 A  2B BC的最大值为 ．

【解析】
3

2
sin sinC A sin B sin 60

AB BC AC
  


 ， B BC   2c a 2sin C 2sin A 2sin  AA B  4 s2 i A，n

3
2(sin 60 cos A cos 60 sin ) 4sinA A 3 cos A  5sin A 2 7 sin(A ) ，（ 其 中 sin

2 7
  ，

cos
5

)
72

  所以 A  2B BC的最大值为 2 7．故答案为 2 7 .

4

注意：此题属于万能辅助角模型题，通常只需要用到 c a 2 2R 22  2 2cosB 1sin A    2 7 即可．

【例 3】（2010•浙江卷）在△ABC中，角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，设 S为△ABC的面积，满足

3
S a 2 2b( ) 2c ．

（1）求角C的大小；
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（2）求 sin sinA B 的最大值．

【解析】（1） 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1
sin

1 32
( ) tan ( ) tanC 3

4 4
cos

2

S ab C
S a b c C a b c

a b c
C

ab

          
  

， 60C  ；

（2）    3 3
sin sin sin sin 120 sin cos 3 sin 30

2 2
A B A A A A A          ，

当 60A  ， sin sinA B 取得最大值 3．

【例 4】（2007•全国卷）在 ABC△ 中，已知内角
3

A


 ，边 2 3BC  .设内角 B x ，面积为 y .

（1）求函数 ( )y f x 的解析式和定义域；

（2）求 y的最大值.

【解析】
3

A


 ， 2 3BC  ， 2 4
sin

a
R

A
   ， 2 sin 4sinb R B B  ， 2 sin 4sinc R C C  ，根据面积公

式 21 1 2 3 2
sin 4sin 4sin 4 3 sin sin 6sin cos 2 3 sin

2 2 3 2 3
y S bc A x x x x x x x

                 
   

2 3 sin 2 3
6

x
    

 
，

2
0,

3
x

  
 

；当 2
6 2 3

x x
  

    时， y取得最大值3 3.

秒杀秘籍：第二讲 带负号的万能辅助角公式（  0形式）

（1）当 cosC+l = 0时， a  b  2R[sin B(cosC  )  cosBsinC]  2R  sinC cosB，

（2）当 cosC+l¹0时，一定有
    

   





1 


 0cos)os 1  sin(  2c2

0cos)osC sin(  2c2

2

2

CBCR

CBR
a  b ，







C

C

cos

sin
tan

证明： +a b 2R(sinA+l lsin )B= = 2R sinB(cosC+é ù
ë û) cosl Bsin+ C ，当 cosC    0，

)
2

0
cos

)(tancosC sin(2

))  sin C  sin(cos (cos2R[sin B(cos

2

22




  2



 


1 

 )  b 

且
C

B   
sinC

R

BCBsinC]  2Ra C

当 cosC    0， a  b  2R[sin B(cosC  )  cosBsinC]  2R (  cosC)2  sin2 C  sin(B )

0)
2cos

sin
cosC 1  sin(2   


 




)(tan2  2 且
C

C
BR

注意：无论正负，若 cosC    0，一切照旧，若 cosC    0，故要在 sin B前面提出负号，再用辅助角

公式计算，一样能得到相同的答案.

【例 17】（2019•天台月考）在△ABC中，内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，已知 c a(sin B cos )B ．

（1） 求角 A的大小；

（2） 若边 a  2，求 2 b c的取值范围 ．

【解析】（ 1）因为在 ABC 中，内角 A B, ,C 的对边分别为 a b c, , ， c a sin B cos B ，所以

 =
a a sia Bn cos B si Bn cosB

sin A sinC sin A B
， 所 以

sin cosA B sin cB os A sin sA in B sin cosA B，即 cos  sinA A，所以 A 45  .
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（2）因为 a  2 ， A 45 ，所以
2

2
sin sinA B sin 2

2

a b c

C
    ，即  2sinb B，  2sinc C ，且

B C 135 ， B 135  C ， 则

b c 2 2 2 si Bn  2si Cn  22

0  C 135

sin 45 C  2sinC

2 2  cos
2

sin
2

2 2
CC C

 
  2sin 2C cos 2C sin 2C sin 2C cos

 
，因为 0  C 135 ，

所以
2

cos 1
2

  C  ，所以 2 2cosC  2，故 2 b c的取值范围是  2, 2  .
2
sin

2
注意： b c 2 2 R2 (s Bin  C)，由于  

2
cos A 

2
，故 2 2 R2 (sin

2
s Cin )

2
b c  B 

=2 2Rsin cosA C=2cosC，关键就在于判断 cos A  的状况.

【例 18】（2019•苏州期中）在锐角△ABC中，a，b，c分别为角 A，B，C所对的边，2 3c b  2acosB，

a  7．则 3 b c的取值范围为 ．

3
【解析】根据射影定理， 2 3c b  2 ca osB 2 ca osB 2 cb os A 3 b a2 cos

2
B co s A  ，

7
2 2 7

1
2

R  ， 由 于 cos 0
3

A
3

  ，

3
3
sin 2 21

3
b c B C


   


2 7 3 sin



3
sin 2 7 sin

36 3
Csin 

 
c

  


C


      
  

， 因 为

ABC 是 锐 角 三 角 形 ， 所 以

0
2

5
0

26

C

C



 

  

   


， 即 的
23

 
C  ，

 52
+

3 3 6
C


  ，

1 3

32 2


sin C  

  


， 7 2 7 sin 21
3


C
 
  
 

， 3 b c 取值范围是 7, 21  ，故答案为

7, 21 .
第三讲 万能辅助角公式最值存在性问题

在 a  b(  0)中，（1）若
2

C 

，则 cosC    0，一定有 a  b  2R 2  2cosC 1  sin(B )，由于

B (0, C)，且
2

 C  ，故无论为任何正值，都存在






C

C

cos

sin
tan ，使得

2


B   成立；

（2）若


C  ，当 cosC    0时， a  b  2R 2  2cosC 1  sin(B )一定取不到最值， a  b的取
2

值范围为开区间；

（3）若
2

C 


，当 cosC    0时，a  b  2R 2  2cosC 1  sin(B )，故需要进行判断能否取得最值，

由于 0  B   C，故
2


B   时才能取到最大值，此时

22

    B  C  ，即
Ctan

1

2


tan  tan(C  )   ，



代入数据得：
CC

C

tan

1

cos

sin




 
，即

cosC
 

1 ；

综上，若
2

C 

，a  b一定能取到最大值 2R 2  2cosC 1；若

2


C  ,当

Ccos
 cosC    

1
时，a  b

3

p
.当 、b c

才能取到最大值 2R 2  2cosC 1 .

【例 10】（2019•佛山质检）在△ABC中，角 A、 、B C、所对的边分别是 、a b、c，且 a =1，A =
2

变化时， + lb c存在最大值，则正数 l 的取值范围是 ．

【解析】根据万能辅助角公式， ( )b c+ = 2R sin Bl l+ sinC =
2 3

ë
és

3
in(A + )C + sinCl ù

û

定比分线为定值的万能辅助角模型

倍长定比分线，构造三角形用万能辅助角，如图，若 P在边 BC上，且满足
 

，
 

，连接P = lC BP A =P m，则延长 AP至D ,使 P = lD AP CD，易知 AB∥

DC，且D = lC c，则关于 lb c+ = 2 sR in(q +j)来解决求最大值，或者求值问

题；由于 (1+ l)2
sin sin

AD AP
R

ACD BAC
= =

Ð Ð
，根据万能辅助角公式可得：

( )
sin 2 2 cos

2

A
2cos sin

ACD +l lP A1 PACD
+ lb c

BACBAC ç +q
ö( )1+ Ð

ç
æ Ð

= £÷÷ ÐÐ è ø
（只是模型，无需

记忆此公式）

m c m c请大家思考，如果是b + l 呢？答案是b l+ = R m22 2- mco Ðs BAC +1 (sin q j+ )．
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2 3
(l cos+ )

2
sin2+C C sin( )=

sin
jB + ，其中 tan

A

3 l + cos A
j = ，由于 0

3

p
B< < ，故

6

p
j > ，根据题意有

3 3 1
tan

cos 2 1 3 2

sin A
= = > Þj l< 2.<

Al l+ -

注意：这就是一个结论性的问题， A
2p p

= >
3 2 ，当 Acos

 cos A    
1

时才能取得最大值.以后此类型题目

会不断出现.

第四讲 定比分线为定值的万能辅助角模型

倍长定比分线，构造三角形用万能辅助角，如图，若 P在边 BC上，且满足 P  C BP
 

，A =P m，则延长 AP

至D ,使 P


 D A

P，连接CD，易知 AB∥DC，且D  C c，则关于 b c  2 sR in   来解决求最大值，

或者求值问题；由于
1 

sin sin

AD AP

A BAC
 


2R

CD  ，根据万能辅助角公式可得：

1   1
2cos sin

sin 2 2 cos
2

A  P APACD ACD
 b c

BACBAC
 

     
（只是模型，无需记忆此公式）

m c请大家思考，如果是 b mc呢？答案是：b l+ = R m22 2- mco Ðs BAC +1 (sin q j+ )．
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【解析】根据射影定理可得： cosc B cb os C 2 ca os A a co s A
1

  A 60 ，过 C作 AB的平行线，

交 AM 延长线于 D ，
2 1

2 2
3 3

AM A B AC MC  BM  CD  c
     

2

，且 ACDÐ =120° ，在 △ACD 中，

2 2 3
AD

R = = ，根据万能辅助角 2b c  2R 2 cos60 s in CAD  60   2 3 sin CAD  60   2 3 ，
sin120°

当 CAD  30时等号成立，故答案为 2 3 .

达标训练

1．（2019•安徽模拟）在△ABC中，内角 A，B，C所对的边分别是 a，b，c，若 cos
5

A 
3
，a  4，则ABC

的面积的最大值为（ ）

A．6 B．8 C．10 D．12

2．（2019•龙凤期中）如图，在△ABC中，点D在边 BC上，且 BD  2DC， DAC  30 ， AD  2，△ABC

的面积为3 3，则线段 AB的长度为（ ）

D．3 2

3,
3

a A


  ，则

A．3 B． 2 2 C． 2 3

3．（2019•沭阳期中）在锐角△ABC中， a，b， c分别为内角 A， B，C所对的边，若

b c的取值范围是（ ）

A． ( 3,2 3] B．[ 3， 2 3] C． [3,2 3] D． (3， 2 3]

【例 20】（2018•景德镇期中）在△ABC中，
2

3
BAC


 ，AB  2，AC 1，D是 BC上一点，且D  2C BD，

3

则 AD的值为（ ）

A．
7

B．
13

3
C．

2 7

3
D． 7

【解析】如图所示，作 AD延长线，使 D = 2E AD，显然 CE AB= =2 4， ACEÐ = 60°,故根据余弦定理，

可知
2 2 2

AE AC= + EC 2- AC E× C cos× ACÐ E 13= ，故
13

33

AE
=AD = ，故选 B.

【例 21】（2019•石家庄模拟）在△ABC中，a、b、c分别是角 A、B、C的对边，若 cosc B cb os C 2 ca os A，

12

3 3
AM A B AC
  

，且 AM 1，则  2b c的最大值是 ．

4．（2018•芜湖期末）锐角三角形 ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，已知 2 sina C  3c，a 1，

则△ABC周长的最大值为（ ）

A． 3 1 B． 2 1 C．3 D．4
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5．（2019•河南模拟）已知△ABC的三边长分别为 a，b，c，面积为 S，且 a b2 2  c2  4 3S，c 1，则

）3 b a的最大值为（

．3C ． 2DA． 3 B．2

6．（2019•东莞一模）在△ABC中， AB  2，
6

C ）


 ，则 A  3C BC的最大值为（

A． 7 B． 2 7 C． 3 7 D． 4 7

7.（2018•东湖月考）在锐角△ABC中，角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，a c2 2  b2  2ac，b  2 ，

则 2 a c的取值范围是 ．

8．（2019•雅安模拟）△ABC的内角 A， B，C的对边长分别为 a， b， c，设 S为△ABC的面积，满足

4

3
S a 2 2c( ) 2b ，b  3，则 ( 3 1) a c2 的取值范围是 ．

9.（2019•马鞍山二模）在△ABC中， BAC  60，点D在线段 BC上，且 BC  3BD，AD  2，则△ABC

面积的最大值为 ．

10．（2019•烟台一模）在△ABC中，a，b，c分别为内角 A，B，C的对边，若 2,a asin B 3 cb os ，A

则△ABC周长的最大值为 ．

11.（2019•新课标Ⅰ）△ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c．设 (sin sinB C)  sin2 2 A sin siB n C．

（1）求 A；

（2）若 a b 2 2c，求 sinC．

12．（2019•深圳期末）已知△ABC中，三个内角 A， B，C所对的边分别为 a，b， c，满足 a bc，且

3
a  2， sin A  ．

2

（1）若b  3，求三角形 ABC的面积；

（2）求 b c的范围．

sin(
4

a  2b C

) ．13.（2019•山东模拟）△ABC中， a，b， c分别是内角 A， B，C所对的边，且满足

（1）求角 B

（2）求 2 sin A  sinC的取值范围．

14.（老唐原创题）若△ABC的内角满足 sin sinA B  2sin C 0  ．

（1）当 l = 2时，则 cosC的最小值是 ；

（2）若 CÎ (0,p )，一定$A,B使得 sin sinA B  2sin C 0  成立，则 l 的取值范围是 ．
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专题 4 三板斧之米勒定理
第一讲 三板斧之米勒定理

米勒定理：已知点M ，N 是∠AOB 的边OA上的两个定点，点P 是边OB 上的一动点，则当且仅当三角形

MPN 的外接圆与边OB 相切于点P 时，ÐMPN 最大．

证明：如图，设 P '是边OB上不同于点 P的任意一点，连结 P ' ,M P 'N ，P N ’交圆于点C ,因为M 'P N

是圆外角，ÐMPN 是圆周角，易证 M 'P N  M CN  M PN ,故MPN 最大．

根据切割线定理得，OP2 OM ON ，即OP OM ON ，于是我们有：MPN 最大等价于三角形MPN的

外接圆与边OB相切于点 P OP2 OM O N等价于OP OM ON .

【例 1】（1986•高考）如图，在平面直角坐标系中，在 y轴的正半轴上给定两定点 A、B，试在 x轴的正半轴

上求一点 C，使ACB取得最大值．

【解析】设点 A的坐标为(0 , a)，点 B的坐标为(0 , b)，0 < <a b，又设所求点C的坐标为(x , 0)则

tan
tan tan

+1 tan

BCO ACO
ACB BCO -ÐACO

BCOtanÐACO
（

Ð ta- nÐ
=Ð Ð ）=

Ð 21

-
b a

b a- -b
£

ax x

×
b a ab abx
x x x

==

+ +
，

ab

x
因此，当且仅当 x = 即x = ab时等号成立.因为在 0

2
（ ， ）

p
内 = tany x是增函数，所以当 x = ab时，

ÐACB取最大值 arctan
2

-b a

ab
，故所求点C的坐标为（ ab , 0)．

如运用米勒定理则可知当且仅当过点 ,A B的圆与 x轴的正半轴相切于点C时，即当

OC OA  OB  ab时，ÐACB最大，故点C的坐标为( ab , 0)．

【例2】如图2，足球场长 100 米，宽 60 米，球门长 7.2 米，有一位左边锋欲射门，应在边 AB 的何处才使射

门角度最大？

【解析】运用米勒定理则可知当且仅当过点 P，Q的圆与 AB相切于点M 时，即当 AM O= ×P OQ

= (30 3.6)(30- + 3.6) 29» .78米时，ÐPMQ最大．

【例 3】（2004•全国试题）在直角坐标系中，给定两点，M 1 , 4， N 1 , 2在 x轴的正半轴上求一点 P，

使ÐMPN 最大，则点 P的坐标为 ．

【解析】 设直线MN 与 x轴交于点 A，根据米勒定理可知，当且仅当过点M ,N 的圆与 x轴相切于点 P时，

即当 AP A= ×M AN 时，ÐMPN 最大，MN 的直线方程易求得是 x y- + 3 0= ， A的坐标是(-3 , 0)，

AN = 2 2 ， AM = 4 2 ， AP AM= × AN = 4故点 P坐标为（1，0）．

图2



2、F 在 x轴上，长轴 1 2A A 的长为 4，左

11 1

【例 4】（2005•浙江文）如图，已知椭圆的中心在坐标原点，焦点 F1

准线 l与 x轴的交点为M ， MA| | A:| F | 2 : ．1

（1）求椭圆的方程；

（2）若点 P在直线 l上运动，求 1 2F PF 的最大值．

【解析】（1）设椭圆方程为
22

2 2

x

a b

y
 1(a b 0 )，半焦距为 c，则

2

1M| |A
a

  ，a
c 11A| |F a  c由题意，

得

2

22 2

2 4

a
 a 2(a  )c

c
a

a b  c




 




， a  2， b  3， c 1，故椭圆方程为
2 2

1
34

x y
  ．
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（2）法一：设 P ( 4, y0 )， 0y  0设直线 1PF的斜率 0
1 3

y
k   ，直线 2PF 的斜率 0

2 5
k  

y
，

 1 2 10
2

F PF PFM   


 ， 21F PF 为锐角， 0 012
1 2 2

21 0 0

2 | y | 15
tan

1 2 115 5 | y | 15
|

2 | |y
F PF |

k k

k k y


 


 ．当

0y| | 15，即 0y   15 时， 1 2tanF PF 取到最大值，此时 21F PF 最大，故 1 2F PF 的最大值为 arctan
15

15
．

法二：由米勒定理可得：当 1 2F PF 取得最大值时，
2

1 2MP MF= × MF Þ MP = 15 ，

0
1 2 2

0

tan F PF 
2 | y | 15

15 15y



．

达标训练

1．（2017•新课标Ⅱ）△ABC的内角 A，B，C 的对边分别为 a， b， c，若 2 cosb B acos C cc os A，则

B  ．

2.（2014•广东）在△ABC中， 角 A，B，C所对应的边分别为 a，b， c，已知bcosC  ccosB  2b，则

a
 ．

b

3．（2016•四川）在△ABC中， 角 A，B，C所对的边分别是 a，b， c，且
cos A cos

 
sinB C

a b c
．

（1） 证明： sin sinA B  sinC；

（2） 若 2 6

5
b c2 2  a  bc，求 tan B．

2

4．（2016•新课标Ⅰ）△ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b， c，已知 2cos (C a cosB bcos A)  c．

（1） 求C；

（2） 若 c  7，△ABC的面积为
3 3

，求△ABC的周长 ．

5．（2012•新课标）已知 a，b，c分别为△ABC三个内角 A，B，C的对边， cosa C  3 sia nC b  c 0

（1）求 A；

（2）若 a  2，△ABC的面积为 3；求b，c．



3

6．（2011•江西）在△ABC中，角 A，B，C的对边是 a，b， c，已知3 cosa A cc os B cb osC

（1） 求 cos A的值；

（2） 若a 1， cos cosB C 
2 3 ，求边c的值 ．
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cos

2C c  a

B b
7．（2011•山东）已知在△ABC中，内角 A，B，C的对边分别为 a，b， c．且

cos A 2cos
．

（1）求 sin

sin

C

A
的值；

（2）若 cos
4

B 
1，b  2，求△ABC的面积 S．

8.（2018•新课标Ⅲ）△ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c． 若 ABCS △

2 2 2

4

a b  c ，则C （ ）

A．
2


B．

3


C．

4


D．

6



9．（2014•江西）在△ABC中，内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，若 c a ( )2 2b  ，6
3


C  ，则△ABC

的面积为（ ）

A．3 B． 9 3

2
C． 3 3

2
D．3 3

10.（2011•重庆）△ABC的角 A，B，C所对的边 a，b， c满足 a b( ) 2 2c  4，且C  60，则 ab的值为

（ ）

A．
4

B． 8 4 3 C．1 D．
2

33

11.（2018•石家庄模拟）在△ABC中， AB  2，
6

C


 ，则 AC  3BC的最大值为（ ）

A． 7 B． 2 7 C．3 7 D． 4 7

12.（2012•湖北）设△ABC的内角 A，B，C，所对的边分别是 a， b， c．若 a b ( )c (a b c  ) ab，则

角C  ．

13.（2018•北京）若△ABC的面积为
3
(

4
a c2 2 b ，且)2 C为钝角， 则 B  ；

c

a
的取值范围

4

是 ．

14.（2015•天津）在△ABC中，内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c．已知△ABC的面积为3 15 ，b c  2，

cos A  
1
，则 a的值为 ．

15.（2014•江苏）若△ABC的内角满足 sin A  2 sin B  2sinC，则 cosC的最小值是 ．

16.（2018•沈阳期中）在△ABC中， 设角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，若 a  b  2c，则C的取值

范围是 ．

3


B  ，b  3，则3 a c17．（2018•重庆期末）设△ABC的内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，已知

的最大值为 ．

18．（2018•道里一模）钝角△ABC中， 若
4

3
A  ， BC| |1，则 2 2 | A | 3 |B A |C 的最大值为 ．

19．（2018•常州期末）在△ABC中，已知 AC  6，A 60 ，点D满足 BD  2DC
 

，且 AD  2 7 ，则 AB边

的长为 ．

10
20．（2019•衡水金卷）在△ABC中，D在 AC边上，若CD  3AD，cos

2 4

ABC
 的中点，且 BD  2，

则3A B BC的最大值是 ．
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8sin221.（2017•新课标Ⅱ）△ABC的内角 A， B，C的对边分别为 a，b， c，已知 sin(
2

A C) 
B
．

（1）求 cosB；

（2）若 a c  6，△ABC的面积为 2，求b．

22．（2016•北京）在△ABC中， a c2 2  b2  2ac．

（1）求B的大小；

（2）求 2 cos A  cosC的最大值．

23．（2013•江西）在△ABC中， 角 A， B，C所对的边分别为 a，b， c，已知

cos (cosC A  3 sin )coA sB 0 ．

（1） 求角 B的大小；

（2） 若 a c 1，求b的取值范围．

24．（2013•新课标Ⅱ）△ABC在内角 A， B，C的对边分别为 a，b， c，已知 a bcosC  csinB．

（1）求 B；

（2）若b  2，求△ABC面积的最大值．

6 2

25.（2018•铜山期中）已知 a、b、c分别是△ABC的内角 A， B，C对的边，b  3．

（1） 若C 
5 ，△ABC的面积为 3 ，求c；

（2） 若
3

B


 ，求2 a c的取值范围 ．

26．设△ABC的内角 A， B，C所对的边分别为 a，b， c，若 a b2 2  c2  ab，c 1．
（1）求角C的大小；

（2）求 1

2
b a的最大值．

27.（2019•泉州一模）△ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，已知b  5，(a b)sin A  2bsin(A C) ．

（1）证明：△ABC为等腰三角形；

（2）点D在边 AB上， A  2D BD，CD  17，求 AB．

28.（2018•商丘期末）在△ABC中，内角 A、 B、C的对边分别为 a，b， c，且 (2b c)cos A  a cosC．

（1）求角 A的大小；

（2）若点D满足 A


 2D A

C，且 BD  3，求 2 b c的取值范围．

29．（2010•江苏）某兴趣小组测量电视塔 AE的高度H （单位：m)，如示意图，垂直放置的标杆 BC的高

度  4h m，仰角 ABE ， ADE   ．

（1）该小组已经测得一组 、  的值， tan 1.24， tan  1.20，请据此算出H 的值；

（2）该小组分析若干测得的数据后，认为适当调整标杆到电视塔的距离 d（单位：m)，使 与  之差较

大，可以提高测量精确度．若电视塔的实际高度为125m，试问 d为多少时，   最大？

30．（2005•天津）某人在一山坡 P处观看对面山项上的一座铁塔，如图所示，塔及所在的山崖可视为图中的

竖线OC，塔高 BC  80（米 )，山高OB  220（米 )，OA  200（米 )，图中所示的山坡可视为直线 l且

点 P在直线 l上， l与水平地面的夹角为 ， tan
2

 
1
．试问，此人距山崖的水平地面多高时，观看塔的视

角BPC最大（不计此人的身高）？

30 题图 1 题图 23029题图



31.（2016•灌云县期中）如图， 有一壁画， 最高点 A处离地面 A  4O m，最低点 B处离地面 B  2O m，观

赏它的C点在过墙角O点与地面成30角的射线上 ．

（1） 设点C到墙的距离为 x，当 x  3m时， 求 tan的值；

（2） 问C点离墙多远时， 视角 最大？
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32.（2016•遂宁期末）如图， 墙上有一壁画， 最高点 A离地面 4 米， 最低点 B离地面 2 米 ． 观察者

从距离墙 x x ( 1)米， 离地面高 (1a a 2)米的C处观赏该壁画， 设观赏视角 ACB ．

（1） 若 a 1.5，问： 观察者离墙多远时， 视角 最大？

（2） 若 tan
2

 
1
，当a变化时， 求 x的取值范围 ．

2F 在 x轴上，长轴 1 2A A 的长为 4，左准

1 1 1

33.（2005•浙江理科）如图，已知椭圆的中心在坐标原点，焦点 F1，

线 l与 x轴的交点为M ， MA| | A:| F | 2 : ．1

（1）求椭圆的方程；

（2）若直线 1l x: (m m| | 1 ，) P为 l1 上的动点，使 1 2F PF 最大的点 P记为Q，求点Q的坐标（用m表示）．

专题 5 新三板斧之角平分线相关的定理
在“三板斧”里面，我们解决了解三角形中简单的边角关系，周长与面积以及简单的定比分线

计算问题．那么在三角形内部增加一条线，外部拓展到四边形等情况，将会在新三板斧里面进行阐

述，增加的线可以为角平分线，也可以为任意张角线，也可以为中线，三等分线等等，针对此类型，

我们找了几个常用的方法和套路来解决此问题，构成三角形内部解三角形的“新三板斧”．

秒杀秘籍：第一讲 张角定理

如图，在△ABC中，D为 BC边上的一点，连接 AD，设 A =D l， BAD  ， CAD   ，则一定有

+a b sinsin( )= a
+
sin

l b c

b
．

证明： ABC ABD ACDSS S△ △ △+= ，
22 2

bcsin   1 1
cl sin  bl sin

1
，

同除以
1

2
bcl得：

sin( =
sin

l b c

+a b) sina b
+ ．

【例 1】（2019•深圳模拟）在中△ABC，角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c， ABC 120 ， B D BC

交 AC于点D，且 BD 1，则 2 a c的最小值为 ．

【解析】如图， ABDÐ = a 30= ，° CBDÐ = 90 ，° 根据张角定理，
sin120

=
s° in30

1
，故+

° sin90°

a c

1
+ =
1 3

，
a c2 2
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根据柯西不等式，可得( a ) ( )
21 1

2 1 1 4
2a c

öæ
c+ +ç ÷ç ÷ ³ + =

øè

8 3
，故 2

3
a c+ ³ ，当仅当 = 2c a时等号成立.

2 2
例 1图 例 2图

【例 2】（2013•福建）如图，在△ABC中，已知点D在 BC边上，A D AC，sin
3

BAC  ，AB  3 2，

AD  3，则CD的长为 ．

【解析】

2

22 1
sin sin 1

33
BAD a

öæ
=Ð ÷

÷ == - çç
øè

， DACÐ = 90 ，° 根据张角定理，
sin BAC

=
sinÐ ÐBAD

+
sin90

AD b c

°
，

故
1 2 2

=
1
+ ，b = 3 2 ，故 CD AD= + AC2 2 = 3 3.

b 3 23 9

【例 3】（2015•新课标Ⅱ）△ABC中， D是 BC上的点， AD平分BAC，△ABD面积是△ADC面积的 2

倍．

（1）求
sin B

sinC
；

（2）若 AD 1， 2
DC  ，求 BD和 AC的长．

【解析】（1）如图，过 A作 A E BC于E，

1
2 2
1
2

ABD

ADC

BD AES

S DC  AE
  △

△

， B  2D DC，AD平分BAC

BAD DAC，△ABD中，
sin sin

BD AD

BAD B



，

A sin D BAD

BD
sin B  ，△ADC中，

sin sin

DC AD

DAC



， sin C 

AD DACsin  1

2
；

sin
 

B DC

C DC sinC BD


 ．

（2）由（1）知，
2

2 2 2
2

BD DC    ．过D作D M AB于M ，作D N AC于 N，AD平分BAC，

D M DN，

1
2 2
1

ABD

ADC

ABDMS

S AC DN
 △

△

， A  2B AC，令 A C x，则 A  2B x， BAD  D AC  ，
2

cos BAD c os D AC， ABC ABD ACDSS S△ △ △+= ，
22 2

bcsin 2a\ =
1 1

c AD sin b+ AD
1

sina a ，

3
= ç1

22 4

AD AD

x x x
cosa

æ ö
=÷\ + ÷ç

è ø
，由余弦定理可得：

(2 ) 12 2  ( 2)2

3

2 2 1 4

x

xx 
， x 1， AC 1，BD的

长为 2， AC的长为 1．

2

第二讲 角平分线张角定理

2
ç
æA

+
D AD

b c
根据张角定理：①当a = b 时， cosa

ö1
= ç ÷÷

è ø
（角平分线张角定理）

②
1

)sin 2 tanABC 2
S ×AD (b + c AD△ = a ³ a （角平分线面积问题）

证明：①根据张角定理可得：
sin 2a

=
sin

AD b c
+ ，
sina a 2sina

=
AD b c

\ +
cos sina a sina \c

2

AD A
+
D

b c
， osa

æ ö1
= ç ÷ç ÷

è ø

② =S bc
1 1 1 1 1 S 22 asin

sin 2
2 2 2 sin 2b c

= bc (× × )+ AD× sina a= AD× (b× )sc in+ A³ D b sca in A= Da
a
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tanAD S a= ， tan2ADS  ，当仅当 cb  时等号成立.

【例 4】（2018•安阳二模）如图，在 ABC△ 中， 角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c， cosb C a ，点

M 在线段 AB上， 且 ACM BCM  ． 若 6 6b CM  ，则 cos BCM （ ）

A． 10

4
B．

3

4
C． 7

4
D． 6

4

【解析】如图所示，令 ACM BCM    ，则
sin 2 sin sin 2cos 1 1

= =
1 6CM b a a

a a a a
+ Þ + ，由于 cosb C a ，故

90BÐ = °， cos cosa CM a a\ = = ，
1 1

2cos
6 cos

a
a

\ = + ，解得： ( )
2

cos
3

舍a = - ，
3

cos = .
4

a

【例 5】（2019•江苏模拟）在 ABC△ 中，角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，
2

3
ABC


  ， ABC 的

平分线交 AC于点D， 1BD  ，则 a c 的最小值为 ．

【 解 析 】 由 题 意 得
1 2 1 1

sin sin + csin
2 3 2 3 2 3
ac a

  
 ， 即 ac a c  ， 所 以

1 1
1

a c
  ， 又

 a c a c  
1 1

=2+ 2 2 2 2 4
c a c a

a c a c a c
         
 

，当且仅当 a c 时取等号，故答案为 4.

【例 6】（2019•云南一模）在 ABC△ 中，内角 A， B，C对的边分别为 a， b， c，
2

3
ABC


  ， BD平

分 ABC 交 AC于点D， 2BD  ，则 ABC△ 的面积的最小值为（ ）

A．3 3 B． 4 3 C． 5 3 D． 6 3

【解析】根据角平分线张角定理可得：

1 1 1 1
cos

2 2

BD BD
a

a c a c
       
 

 2 4ac a c ac    16ac  ，当且仅当 a c 时等号成立，故

1
sin 4 3

2
S ac B  ，故选 B.

已知：在 ABC△ 中， 2 ꞏ ꞏAD BD DC AB AC  中， AD是 BAC 的平分线，求证： 2 ꞏ ꞏAD BD DC AB AC 

【证明】作的外接圆，延长 AD交圆于 E，连 BE，如图 1 2E C ABE ADC       ∽△ △、 ꞏ
AB AE

AD AC
 

秒杀秘籍：第三讲 角平分线之斯库顿定理

如图，AD 是△ABC 的角平分线，则
 
A 

2D AB A C Bꞏ ꞏDCD.就其位置关系而言，可记忆：中方=上积一下积.

注意：角平分线张角定理强调的是角度，斯库顿定理强调的是长度，斯库顿定理可以绕过求张角而直接求

出三角形的各边长，通常和内角平分线定理合在一起出考题.

【例 7】（2019•赣榆期中）在△ABC中， AB  5， AC  7， BC  6，A的平分线 AD交边 BC于点 D，

则 AD  ．
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【 解 析 】 利 用 角 平 分 线 定 理

6
5

5
2

7

BD DC

AB BD

AC DC




BD 


，
7

2
CD  ， 根 据 斯 库 顿 定 理

AD2 AB  AC  B D CD，代入数据得
105

2
AD  ，故答案为

105

2
.

【例 8】如图，在△ABC中，  2C B ， AC  3， BC  5，求 AB之长.

【解析】作ACB的平分线CD交于D，因为 ACB  2 B ，所以 DCB  B ，所以 B D CD，由

斯库顿定理的：CD2 AC BC  AD DB，而CD是ACB的角平分线，所以
3

5

AD

AC

 ，即

AD 
3

5
BD，所以

22 3
53

5
B   D B ，即D BD2 8 75，所以

5
6

4
BD 

BD BC

，故 AB  2 6 .

第四讲 角平分线之倍角定理

2

2

2

2

2

2b a a c  B  A

c b b B

a c c b C

  a  C 

 A 

（ ）

（ ）

（ ）

，这样的三角形称为“倍角三角形”.

【例 9】（2012•天津）在△ABC中，内角 A， B，C所对的边分别是 a，b， c．已知8 =b c5 ， =2C B，则

25 25 25

cosC=（ ）

A．
7

B． 
7

C． 
7

D．
24

25

5
【解析】 倍角定理，令b  5， c  8，则

2c b b c   a 
39

，
2 2 2 7

cos
2 2 25

C
a b  c

 
a b

ab b
，

故选 A.

【例 10】（2019•开福月考）设锐角△ABC的三个内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，且 c 1，A  2C，

则△ABC周长的取值范围为（ ）

A． (0,2  2) B． (0,3 3) C． (2  2 ， 3 3) D． (2  2 ， 3 3]

【解析】倍角定理，A C  a  c c  b 2 2a2 1  b，由于ABC为锐角三角形，故b c2 2  a2  0，

即  2 1 1a a2 2  a 2或2 a2 1（与 a c矛盾，舍去），b a2 1 1 ，故 a b c   2 2；又

由于a c2 2 b 2+ 0，则有a2  3，此时b  2， a b c   3 3，故选 C.
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【例 11】（2019•宁德期中）在△ABC中，角 A、B、C对边分别为 a、b、c，若 a b2 2  bc，且 A (60 ,90 ) ，

a
则
b
取值范围是 ．

 b b   【解析】 由 a2
sin A 2sin

2 2 c  A  B
a
2 2cos 2, 3
sin 2sin

cos
A A

A
ABb

   ，故答案为

2, 3 .
【例 12】（2019•东莞期末）如图，四边形 ABCD中，CE 平分ACD， AE CE  2 3 ， DE  3 ，若

）ABC  A CD，则四边形 ABCD周长的最大值为（

C．18 3A．24 B．12  3 3 D．3(5  3)

【解析】易知 DCA  2 D AC，故由倍角定理（斯库顿定理也行）可得：

AD2 CD CD  AC  CD 2 CD 3 3， AC  6，根据角平分线张角定理可得：

1
cos  cos

2 2

B


CE CE
ACE

AC CD
    

 
3

2
B  60，根据万能辅助角公式

2

BCAsin
sin

AB BC 
AC

BAC
b

 s in  4 3 sin BAC  si n BAC  30 12 ，所以  ABCD四

边形周长 AB BC CD DA  3 3  3 AB  BC 3 3 3 1 2  3 5 3 ，当仅当 BAC  60 时

等号成立，故选 D.

达标训练

1．已知△ABC的边 AB， AC的长分别为 2，3， BAC 120，则BAC的角平分线 AD的长为（ ）

5 5
A．

3
3 B．

3
C．

6
3

5
D．

6

5

13

2
CD




26
，sin

4
CBD


  ，则 AB的2．（2019•武汉期中）已知 A B BD， A  30， C  45，

值为（ ）

A．
3

2
B．

6

2
C． 3 D． 6

3．（2019•滨州二模）在△ABC中，内角 A，B，C所对应的边分别为 a，b，c， ABC  60 ， ABC的

平分线交 AC于点D，且 BD  3，则  2a c的最小值为（ ）

A．4 B．5 C． 2 2 2 D． 3 2 2

4.（2019•梅州二模）在△ABC中，角 A， B，C所对的边分别为 a，b，C， ABC 120 ， ABC的平

分线交 AC于点D，且 BD  2，则 4 a c的最小值为 ．

5.（2019•武汉期中）已知△ABC的面积为 S， BAC  2 ， AD是△ABC的角平分线，则 AD长度的最大

值为（ ）

A． Ssin B．
sin

S


C． Stan D．

tan

S





第 三 章 解 三 角 形

）6.（2018•长春期末）在△ABC中， BAC 120 ， AD为BAC的平分线， A  2B AC，则（

A． A  2B AD B． A  3B AD

C． A  2B AD或 A  3B AD D． A  5B AD

7.（2019•全国二模）设△ABC的内角 A，BC的对边分别为 a，b，c，且b  6，c  4，A  2B，则 a  ．

8.（2018•红塔期末）在△ABC中，若
5

2
）a b， A  2B，则 cosB等于（

A．
5

3
B．

5

4
C．

5

5
D．

5

6

9.（2019•衡水二模）在斜△ABC中，设角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，已知 a sin A bsin B  csinC

） 4 sinb BcosC，CD是角C的角平分线，且CD  b，则 cosC （

4 8
A．

3
B．

1
C．

2

3
D．

1

6

10.（2018•绍兴期末）在△ABC中， A  2B AC，内角 A的平分线与 BC交于D，且 A C tAD，则 t的取值

范围是（ ）

A． (0,
3
)

4
B． (

3

4
，1) C． (1,

4
)

3
D． (

3

4
， )

11.（2019•博望模拟）已知△ABC中，角 A， B，C对应的边分别为 a， b， c， AD平分BAC与 BC边

交于D点，若 a  7，b  5， c  3，则线段 AD的长为（ ）

8 8 8
A．

25
B．

21
C．

15
D．

9

8

12.（2019•浙江期中）如图，在△ABC中， C  90，内角 A的平分线 AD的长为 7，

7
且 sin

18
B  ，则 cos CAD  ； AB的长是 ．

13.（2019•徐州期中）在△ABC中，角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，若△ABC为锐角三角形，且

1

tan A tan B
满足b a2 2  ac，则

1
 ）的取值范围是（

A． (1,
2 3

)
3

B． (1, 2) C． (
2 3

3
， 2) D． (1,)

14．（2019•淮南模拟）在锐角△ABC中， A  2B，B、C的对边长分别是 b、 c，则
b

b c
的取值范

）围是（

A． ( ,
1 1

)
4 3

B． ( ,
1 1

)
3 2

C． ( ,
1 2

)
2 3

D． ( ,
2 3

)
3 4

15.（2019•上虞模拟）如图，在△ABC中， A B AC， BC  2 3 ， A 60 ，△ABC的面积等于 2 3，则

sin B  ，角平分线 AM 的长等于 ．

15题图 16题图

16.（2019•迎泽月考）在△ABC中，若 A B: 1 : 2，且ACB的平分线CD把△ABC分成面积比为5 :3的

两部分，则 cos A  ．

17．（2019•金安月考）如图，在△ABC中， BD sin B  CD sin C， BD DC 2 2 ，2 AD  2，则△ABC

的面积为（ ）

A．
3 3

2
B．

3 7

2
C． 3 3 D．3 7



第 三 章 解 三 角 形

18．（2019•烟台二模）在△ABC中，角 A的平分线交 BC于点D， BD CD 2 2，则△ABC面积最大值为

．

19.（2018•安阳一模）已知在△ABC中，内角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，且满足 a a2 cos B c．

（1）求证：  2B A；

（2）若△ABC为锐角三角形，且 c  2，求 a的取值范围．

AB D C A2 2C  BD  BD DC  BC A D  B2 C
2 2

重要形式： A 2 AB DC  AC  BD
 D B D DC（将斯库顿定理的 AB  AC换成

AB DC  A2 2C  BD
BC

，有
BC

一点对面女孩看过来的那种形式）

证明：根据余弦定理，
AB  BD

AB  BD  AD
AB  BC

B 
AB  BC  AC


22

cos
222222

，消去 cosB得：

AB D C A2 2C  BD  BD DC BC A D  B2 C，整理可得
2 2

A 2 AB AC  BD
D B D DC

DC 


BD CD

推论 1：若 AB  AC，则一定有 AD A2 2B  BD D (C 等腰三角形斯特瓦尔特定理)

特例之极化恒等式：当D为 BC中点时，有
2 2 2

2

42
AD

A B AC
 

BC

专题 6 新三板斧之斯特瓦尔特定理到极化恒等式
第一讲 二板斧斯特瓦尔特定理到极化恒等式

在△ABC中，若 AD是△ABC的 BC边中线，有以下两个重要的向量关系：

 
 

1

2
1

2

AD A C AB

 


BD

 AC AB





平行四边形两条对角线的平方和等于两条邻边平方和的两倍．以此类推到三角形中线定理，若 AD是△ABC

的中线，则 AB A2 2C  2AD2  BD 2 ．

（极化恒等式的三角形模式）在△ABC中，若 D是 BC的中点，则有
2 2 2 21

4
AB AC  AD  BC  AD  BD
     

．

极化恒等式在本书向量章节已经阐述其向量的计算法则，在这里我们更多强调解三角形的避免二次余弦定

理计算，从而达到简化的效果．

【例 1】（2019•高考模拟）在△ABC中，D为 AC边上一点，若 BD  3，CD  4，AD  5，AB  7，则 BC 

）（

A． 2 2 B． 13 C． 2 3 D． 37

【 析解 】 由 特斯 特瓦 尔 定 理 得

22

B 2 AB BC  AD
D A D DC

AC

DC 
9  

49 4  5BC 2

20
9

  BC  13，故选 B.

【例 2】（2019•聊城二模）已知ABC中， A B AC，D是边 BC上一点，若 BD 1， AD  2， DC  3，

则ABC的面积为（ ）

A．2 C．4． 2 3B ． 4 3D

【解析】 由斯特瓦尔特定理得
2 2

AD  
x BD

 BD DC  x2 24 3  x  7
DC  x 

，再利用海伦公

2

BC

式，令 p
a b c 

  7+2，则 S p p a  p b p  c  2 3，故选 B.
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【例 3】（2019•揭阳一模）已知△ABC中，AB AC  3，sin ABC  2sin A，延长 AB到D使得 BD  AB，

连结CD，则CD的长为（ ）

A．
3 3

2 2 2
B．

3 10
C．

3 6
D．3 6

【 解 析 】 由 于 AB  BD ， 故 可 采 用 中 线 定 理 ，

2AC CD2 2  2 BC 2  AB 2  CD 2BC2 2  AB2 
3 27

22
AB  ，所以

27 3 6

2 2
CD   ，故选 C.

【例 4】（2019•广东模拟）在△ABC中， BAC 120 ， AB  8，AC  4，点D在边 BC上，且D  3C BD，

则 AD  ．

【解析】在ABC中，根据余弦定理得 BC 82 2  43  2 8 4 c os120 112，所以 BC  4 7，又

DC  3BD ， 所 以 BD  7 ， CD  3 7 ； 根 据 斯 特 瓦 尔 特 定 理 ，

2 2

AD2 AB DC


  AC BD
BD DC  31，所以 AD  31，故答案为 31 .

BC

【例 5】（2019•马鞍山二模）在ABC中， BAC  60 ， 点D在线段 BC上，且 BC  3BD，AD  2，则△ABC

面积的最大值为 ．

【解析】 斯特瓦尔特定理+余弦定理：由
2 2

2 2 2
2

2 1 2
4

3 93
AD

c CD


  b BD
c b a

BC
 BD DC    ，

再根据余弦定理，
2 2c b a  2  b2 cc os A  bc，两式联立消去 a2得 21

2 18 3
2

c2 b  bc   bc，当且仅

sib nc
1 2

A 
3

2ABC 2当  2b c时取等号成立，所以 S  .

得出结论：所有的有定比分线的问题，可以倍长来处理，也可以用斯特瓦尔特定理来简化，一旦记不住斯

特瓦尔特定理，倍长定比分线也可以救场！

【例 6】（2018•安徽二模）在△ABC中，角 A，B，C所对边分别为a，b，c．D是 BC边的中点，且 10

2
AD  ，

1
8 sina B  3 15c， cos

4
A   ，则△ABC面积为 ．

【解析】在△ABC中，角 A，B，C所对边分别为 a，b，c．D是 BC边的中点，且
10

2
AD  ，8 sina B  3 15c，

1
cos

4

15
A   ，则： sin

4
A  ，所以：8sin Asin  3 15 sinB C，解得： 2 3b c，

根据极化恒等式：

2
2

2
222

2

2
2

a

+b c AD

ì æ ö
bccos A AD=ï

ï
bc


= ç ÷ç ÷-
è øï

í æ aæ ö ÷
öï

ï = ç +
è ø
ç ÷ç ÷

ø
÷ç

èïî

设：  3b x，  2c x，

2
2

2
2

53

22 2

13 2
2 2

a
x

a
x

ì æ öï
ï
- = - ç ÷ç ÷

è øï
í

5æ ö
ç ÷æ öï

=ï ç ÷+ ç ÷ç ÷
è ø øèïî

解得： x 1，

所以：b  3，c  2，故：   2 3 
1 15 3 15

4ABC 2 4
S △ ，故答案为：

3 15

4

【例 7】（2019•安徽模拟）在△ABC中，
2

3
ABC


  ，已知 BC边上的中线 AD  3，则△ABC面积的最大

值为 ．

【解析】极化恒等式+中线高，由于 AD为中线，故 AD  h恒成立，当且仅当 AB  AC时等号成立，此

6
2

时有 AB AC2 2  2 AD2  BD 2 ，且 AD AB cos BAD
AB

 AB  ，所以 BD  3 3，ABC
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面积最大值为
6 33

 9 3，故答案为9 3 .
2

【例 8】（2012•安徽）设△ABC的内角 A、 B、C所对边的长分别为 a、b、 c，且有

2sinBcos sinA Acos C cos siA n ．C

（1） 求角 A的大小；

（2） 若b  2， c 1，D为 BC的中点， 求 AD的长 ．

【解析】 （1）2sinBcos sinA Acos C cos sinA C 2sin cosB A  sin(A )C

A C B sin( A C) s in B 0 ， 2sinBcos  sinA B，
2

cos A 
1
， A (0 ,  )

3


A  ；

（2）b  2， c 1，
3

A


 ，

2
22 2

2
2

52

4

4

1bc bc c os A

b c

AD 
a


AD

a






 
  



 


，

7

2
AD  ．

达标训练
1．（2018•宝安期中）如图，在△ABC中，点D在边 AB上，CD  BC， AC  5 3，CD  5，BD  2AD，

则 AD的长为（ ）

A．4 B．5 C．6 D．7

第 2题图第 1题图

2．（2018•沙坪坝月考）在△ABC中，
4


A  ， BC边上的中线 AD长为 2 ，则△ABC的面积 S的最大值

为（ ）

A． 2 2 B． 2 2  2 C． 2 2 D． 4 2

3．（2019•毛坦厂月考）如图，在△ABC中，D是 AB边上的点，且满足 A  3D BD，AD  AC BD B  C 2，

CD  2，则 cos A （ ）

3
B．

2

4 4
A．

1
C．

1
D．0

4.（2019•河北模拟）在△ABC中，角 A，B，C的对边分别是 a，b，c， sinb C sa in A bsin B sc inC，

c b 2 4，点D在线段 BC上，且 BD  2DC，则 AD的最小值为 ．

6
ABD5.（2019•嘉兴期末）在△ABC中， AD是 BC边上的中线，


 ， AC AD 2 2，则 ABC的面积

为 ．

6.（2019•秦淮月考）已知在△ABC中，D是 AC边上的点，且 A B AD，
6

2
BD  AD，BC  2AD，则 sinC

的值为 ．

7．（2019•黄州月考）在△ABC 中，角 A， B，C的对边分别是 a， b， c，且向量


(2m a  ,c )b 与向量

 (cosn C,cos )B 共线．

（1）求 B；（2）若b  3 7， a  3，且 A  2D DC
 

，求 BD的长度．

8．（2019•全国一模）在△ABC中， AB  6， AC  4 2 ．

2 2

3
（1）若 sin B  ，求△ABC的面积；（2）若


BD

 2

DC


， AD  3 2，求 BC的长．
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专题 7 新三板斧之托勒密定理

第一讲 新三板斧之托勒密定理

托勒密定理：在圆内接四边形中，两条对角线的乘积等于两组对边乘积之和．

如图上，设四边形 ABCD内接于圆O，则有 AB CD× + AD×BC = AC ×BD，

证明：不妨在 AC上取一点 E，使 ADE  BDC，

由 DAE  DBC，得△AED∽△BCD，所以
BD

AD

BC

AE
 ，

即 AE BD  AD BC①

又由 ADB  EDC， ADB  EC D，

CD

BD

EC
ABD∽ECD，所以 AB

 ，即 EC  BD  AB CD ②

两式相加得 AC  BD  AB CD  AD  BC .

广义托勒密定理：在四边形 ABCD中，有 AB CD× + ×AD BC ³ AC ×BD，当且仅当四边形 ABCD四点共圆时，

等号成立.

证明：在四边形 ABCD内取一点 E使∠ABE=∠ACD，∠BAE=∠CAD，

则△ABE∽△ACD

∴
AB BE

AC CD
= Þ AB C× D = AC B× E，又

AEAB
 ，且∠BAC=∠EAD，∴△ABC∽△AED，

∴
BC ED

 AD B C  AC E D
AC AD



AC AD

；由①+②得 AB CD  AD  BC  AC  (BE  ED)，

∴ AB CD  AD  BC  AC  BD，等号当且仅当点 E在 BD上，即 A，B，C，D四点共圆时成立.

【例 1】（2018•德州二模）△ABC中，AB  2，AC 1，以B为直角顶点作等腰直角△BCD(A ，D在 BC

两侧），当BAC变化时，线段 AD的长度最大值为 ．

【解析】法一：如图所示，△ABC中，AB  2，AC 1，ÐBAC =q ，作D ^E AB交 AB延长线于 E，CF ^ AB

cosq于 F ，DE BF= = 2 - sinq，EB CF= = ， ( ) ( )
22

cosq sinqAD\ = 2 - + 2 + ，化简得

= +5 2 2 sin
4

AD
p öæ

qç ÷ç ÷- ，
øè

当 BAC 135 时 AD 最大为 9， AD最大值为 3，故答案为 3．

法二：由广义的托勒密定理可得四边形 ABCD中， AD BCAB CD A C BD ，当且仅当四边形 ABDC为

圆内接四边形，取得等号．设 BC BD  t， B D BC，CD  2t，则 AD t 2 2t t ，可得 AD  3，

当且仅当四边形 ABCD为圆内接四边形， AD取得最大值3．

【例 2】（2018•宁城模拟）在平面四边形 ABCD中， AB 1， AC  5， BD  BC， BD  2BC，则 AD的最

小值为 ．
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【解析】如图，作CE ^ BE交 AB延长线于 E，D ^F AB交 AB于 F ，设 ACE  ，则CE = 5 cosq ，

AE = 5 sinq ，DF = 2 5 sinq 2，- BF = 2 5 cosq ，

-1sinqBE 5= ( ) ( ) ( )
2 22

AD 2 5 sin= - 2 + 1 2 5- cosq q =25 20s- in + 5q 则³ Aj D的最小值为 5 ，故答

案为 5 ．

【秒杀解法】由广义托勒密定理可得四边形 ABCD中，AC BDAB CD A D BC ，当且仅当四边形 ABCD

为圆内接四边形，取得等号．设 B C t， B D t2 ， B D BC，可得CD  5t，则 2 5t t5  ADt，可得

AD 5 ，当且仅当四边形 ABCD为圆内接四边形， AD取得最小值 5 ．故答案为 5 ．

【例 3】（衡水金卷）已知△ABC是以 AC为斜边的等腰直角三角形，D为△ABC外的一点，且CD = 2，AD = 2，

则△BCD面积的最大值为 .

例 3图 1 例 3图 2 例 3图 3

【解析】法一：如图 1，作 A ^E CD交CD于 E，令 A =E y，D =E x， ACDÐ =q ，则

sin( )
1

BCD 2
S ×CD BC△ = × q + 45° ， 2

2
CA ( )sin q + ．°45BCD 2

CA △= CB SÞ =

(sin ) ( ) ( )2 2 2

CA
cosq q+ = 2+y x- 1=

1 1
+ y - x ，由于 x y2 2+ =1，故令 ADCÐ = a ，

2
1+

2BCDSy x- = sin - cosa a = 2 sin( -a 45 )° £ 2，当仅当a 135= °时等号成立，则
△ £ ．

法二：旋转构造高，如图 2，以CD为底边构造等腰 Rt△EDC，连接 BE，并作 EF ^ DC交于 F ，可知 EF =1，

根据相似三角形知识可得 ADC△ ∽△BEC，且
2

2
2

AD BE  BE  ，故当仅当 、B E、F三点共线时，

△BDC的高取得最大值1+
2

2
，此时 =1+

2

2BCDS△ ；

【秒杀解法】这里要介绍一个初中的面积知识，就是在底边确定的情况下，一定有三角形一条边上的中线

大于等于这条边上的高，故在求高的最大值时候往往可以转化为求中线的最大值．

如图 3，取 AC、CD中点 、F E，在四边形 EFBC中，根据托勒密定理 BF EC× + EF ×BC ³ BE C× F ，令 B =C a，

2 2
£ +1

2 2 2 2 2BCDa×BEÞ h £ BE △S则有 2 1
a a+ ³ £ +1

2
Þ ．

达标训练

1．（2018•唐山三模）设△ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，c b 2 4，角 A的内角平分线

交 BC于点D，且 AD  2 ，则 cos A （ ）

A． 
7

16
B． 

7

8
C． 

3 2

8
D． 

9

16



2．（2018•江苏）在△ABC中，角 A， B，C所对的边分别为 a，b， c， ABC 120 ， ABC的平分线

交 AC于点D，且 BD 1，则 4 a c的最小值为 ．

3．（2018•唐山三模）△ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，角 A的内角平分线交 BC于点D，

若 a 1， 1 1
  2，则 AD的取值范围是 ．

b c

4．（2018•长春二模）在△ABC中， 内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，若其面积 S b2 sin A，角 A

的平分线 AD交 BC于D，
2 3

3
AD  ， a  3，则b  ．

5．（2019•深圳一模）在△ABC中， ABC 150 ， D是线段 AC上的点， DBC  30，若△ABC的面积

为 3，当 BD取到最大值时， AC  ．

6．（2019•黄山三模）设ABC的内角 A， B，C所对边的长分别是 a，b， c，且b  3， c 1， A  2B，

则 a的值为（ ）

A． 2 B． 2 2 C． 3 D． 2 3

7．（2019•南京期中）在ABC中，已知
3

A


 ，a  2 3，角 A的平分线交边 BC于点D，ABC的面积为

2 3，则 AD的长为 ．
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8．（2019•拉萨二模）ABC的内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，已知b  2，c  3，  2C B，则ABC

的面积为 ．

9．（2019•浙江期中）已知ABC中，A的平分线交对边 BC于点D，A  3B AC，且 A D kAC，则实数 k

的取值范围是 ．

10．（2019•高邮期中）在锐角 ABC中，角 A、 B、C的对边分别为 a、 b、 c，若 b c2 2  ac，则
b

c
的

取值范围是（ ）

A． ( 2 ， 2) B． (1,2) C． ( 3， 2) D． ( 2 ， 3)

11．（2018•龙岩期末）已知在△ABC中，
2

3
BAC


 ，点 P在边 BC上，且 A P AB， AP  3．

（1）若 PC  7 ，求 PB；

（2）求 
2 1

PB PC
的取值范围．

12．（2018•山东模拟）如图所示，在△ABC中，BC  7， A 2 3B AC，P在 BC上，且 BAP  P AC 30 ． 求

线段 AP的长．

13．（2019•沈阳一模）在△ABC中， a  3， b  2 6 ，  2B A．

（1）求 cos A的值；

（2）试比较B与C的大小．

14．（2019•上饶模拟）已知 a，b， c分别为△ABC三个内角 A， B，C的对边， S为ABC的面积，

2 2a c
sin(B C) 

2S
．

（1）证明： A  2C；

（2）若b  2，且△ABC为锐角三角形，求 S的取值范围．

15．（2019•沈阳期中）在△ABC中， AB  6， AC  7，M 是 BC边上一点，且 BM  2MC， AM  4，则

BC等于（ ）

A． 129 B． 2 33 C． 5 6 D． 154
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16．（2018•石家庄期末）在△ABC中，D为边 BC的中点，AB  2，AC  4，AD  7 ，则BAC为（ ）

A．30 B． 60 C．120 D．150

BA |17．（2018•河南期中）在△ABC 中，若 AB BC cosB 4 ， BC| 3 2
 

，则△ABC面积的最大值

为 ．

18．（ 2018•温州模拟）在 △ABC 中， AD 为 BC 上的中线， AB 1 ， AD  5 ， ABC  45 ，则

sin ADC  ， AC  ．

19．（2018•汕头一模）在△ABC中，
6

A


 且
1
sin B  cos2

22

C
， BC边上的中线长为 7 ，则△ABC的面积

是 ．

20．（2018•张家口期末）在锐角△ABC中，AC  2，AB  2 2 ，D在 BC边上，并且 BD  2DC，
6

CAD


  ，

则ABC的面积为 ．

5
21．（2018•广平县月考）在△ABC中，角 A、B、C所对的边分别为 a，b，c，B 45 ，AC  5，cosC 

5
，

求（1）求 BC的长；

（2）若点D是 AB的中点，求中线CD的长度．

3


22.（2015•无锡月考）在△ABC中， A  ， BC  3，点D在 BC边上．

（1）若AD 为∠A 的平分线，且BD=1，求△ABC 的面积；

（2）若 AD为△ABC的中线，且
3 3

2
AD  ，求证：△ABC为等边三角形．

23.（2016•深圳二模）如图，在凸四边形 ABCD中，AB 1，BC  3 ，AC  CD，AC  CD，当ABC变

化时，对角线 BD的最大值为 ．

23题图 24题图

24.（2017•连云港期末）如图， 半圆O的半径为 1 ， A为直径延长线上一点，OA  2， B为半圆上任意

一点， 以 AB为一边作等边△ABC，设AOB  ． 线段OC 长度的最大值为 ，此时 的值

为 ．

25.如图， 在凸四边形 ABCD中， AB 1， BC  3， A C DC，CD  3AC．设 ABC  ．

（1）若 30 ，求 AD的长；

（2）当 变化时，求 BD的最大值．

26.（2018•湖北联考）已知△ABC是等边三角形，D为△ABC外的一点，且，CD AD= =2 4，则△BCD面

积的最大值为 ．

27.（老唐原创题）平面四边形 ABCD中，
5

6
AB BC= = AC，DC AD= =3 2 3，则△BCD面积的最大值为

．

28.如图， A， B，C，D为平面四边形 ABCD的四个内角．

（1） 证明： tan 
1 coA As

；
2 si An

（2） 已知 AB  6， BC  3，CD  4， AD  5．

①若 A C 180，求 tan tan
A B
  tan

2 2 2 2

C
ta n
D
的值；

②求四边形 ABCD面积的最大值 ．



第 四 章 圆 锥 曲 线

专题1 焦长与焦比体系

第一讲 椭圆焦长以及焦比问题

4a体:过椭圆 0
22

2 2


y

1 a  b 
ba

x
的左焦点 F1的弦 AB与右焦点 F2围成的三角形△ABF2的周长是 4a；

焦长公式：A是椭圆 0
22

2 2


y

1 a  b 
ba

x
上一点， F1、 F2是左、右焦点，AF1F2 为



， AB过 F1，c是

椭圆半焦距，则（1）
cos

2

1 a  c
b

AF  ；（2）
cos

2

1 a  c
b

BF  ；（3）
22 b2

2

222

2

sin

2

cos

2

 c
ab

a  c
ab

AB  ．

4a体面积：



 222

2

222

2

sin

2ab csin
2csin

cos

2

2

1

22 b  ca  c
abAB h

S△ABF   ，



222

2
2

sin

sin

2 b  c
ab cAB h

S△AOB  ．

证明：（1）如图所示， 1 2 1 2AF AF+ = 2 ;a BF + BF 2= a，故 2 2AB AF+ + BF 4= a；

（2）设 1 1 2 2AF m= BF = n; ; AF = -a2 m B; F = -a2 n ;由余弦定理得

)c aos2 (m c)+ - (2 2a - )
2 2

m = 2 (m× 2c ；整理得
2

1

b
AF

-a ccosa
= ①

同理： 2 (n c)+ -2 2
2

( a )- n 2c c (os 1 °80 a)-=
2

2 (n× ) ；整理得
2

1

b
BF

+a ccosa
= ②

①+②得，则过焦点的弦长：
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

cos sin

ab ab
AB m= + n

a b + c a
= =
a c-

③

焦比定理：过椭圆 1
2

2

2

2

 
b

y

a

x
的左焦点 F1的弦

cos

2

1 a  c
b

AF  ，
cos

2

1 a  c
b

BF  ，令 1 1A = lF F B ，即

2 2 1

cos 1

b
e

-a c
=

b
Þ cosa

l l -
=

a ccos+a a l +
④，代入焦长公式①可得 ( ) 2

1

1

2

b
AF

a

l +
= ⑤．

注意：焦长和焦比体系当中，一切源于焦长公式的推导，所以掌握焦长公式成为了重中之重，在解答题中

要有必要的证明过程，除了本文给到的余弦定理外，还可以用圆锥曲线的极坐标方程快速证明，这个问题

大家可以自己去掌握，由于极坐标方程在未来高考中的不确定性，本文不给出详细证明过程．

1F 的弦 AB 与另一个焦点 2F 围成的三角形 △ABF2 的周长【例 1】过椭圆 4 2x y2 2+ =1的一个焦点

是 ．

【解析】椭圆4 2x y2 2 1整理得 1

2
1

4
1

22x

y

 ；三角形ABF2的周长是 22
2

4a  4
1
 ．

【例 2】过椭圆
2 2

22

x

a b

y
+ = 1(a b> 0> )的一个焦点 F作弦 AB，若 1A| |=F d ， 2BF| |= d ，则

21

11

d d
 的数值为

（ ）

A．
2

2b

a 2
B．

2a

b

C．
2

+a b

a
D．与 a、b斜率有关

【解析】
2

1 1

b
AF| | d

a ccos
 ；

2

1 2

b
BF | d

a ccos
| ；故

2 2 2
1 2

1 1
 

a cc os a  ccos
d d b b b

 
 2a．
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【例 3】设直线 l : y  x  1与椭圆
22

22

x

a b

y
+ =1(a b> 0> )相交于 A、B两个不同的点，与 x轴相交于点 F.

（1）证明： a b2 2+ >1；

（2）若 F是椭圆的一个焦点，且 A = 2F FB
 

，求椭圆的方程．

【解析】（1）  
22

2 2 2 2 2 2 222
1

02

1


x y

 a b x  a x  a  a ba b
y x


 


 

，因为直线与椭圆有两个交点，故  0，

带入数据得  a2b2 a b2 2 4 1   0 a b2 2  ；（21 ）
22

2 2
b

AF
  b

a ccos a cc os
FB   ，又 F是椭圆的

2
一个焦点，故 c 1， cos

2
  ；代入可得：

2
a 

3 2
，

2
b 

14
；故椭圆的方程

2 2x y2 2

 1
79

．

【例 4】设椭圆中心在坐标原点，焦点在 x轴上，一个顶点 2,0 ，离心率为
2

3
.

（1）求椭圆的方程；

（2）若椭圆左焦点为 F1，右焦点 F2，过 F1且斜率为 1的直线交椭圆于 A、B，求△ABF2的面积.

【解析】（1）根据题意
3

3
2

 e c  , b 1，故椭圆方程为：
2

2 1
4

x
y  ；

（2）
2

22

22 2 22 2

2
22 1 321 ab2 csin 4 62

122 5cos 4  3
2

ABF

AB h ab
S 2 s in c

a c

    
    

a c cos △ .

【例 5】已知椭圆 C：
22

2 2

x

a b

y
+ =1的左右顶点为 A，B，点 P为椭圆 C上不同于 A，B，的一点，且直线 PA，

PB的斜率之积为
2


1
；

（1）求椭圆的离心率；

（2）设 F 1 , 0 为椭圆 C的左焦点，直线 l过点 F与椭圆 C交与不同的两点M，N，且MF  3FN求直线 l

的斜率．

【解析】（1）设点 P的坐标为 x( , y) ,∵
1

2AP BPk k   ,∴
2

 
1


x  a x  a

yy
整理,得 x 22 2+ =y a (2 x  0 ),

即
2 2

2 2

2


x y

a a
1，故

2

2

2
2

2

2
2 1

b

1
 e 

a
b2  a2  e ；（2）F ( 1,0)为椭圆 C的左焦点，则椭圆方程为

2
2 1

2

x
y  ，又由于


M

 3
 
F F


N

，故根据焦长公式得：

31
cos2


1

222 cos
 

2 co s
；或者

3 1
  cos

2 2

2 2 22 cos 2 co s
  c

1
os    ，故直线 l的斜率为 k=tan  1．

【例 6】（2014•安徽）设 F1，F2分别是椭圆 E： ( )
2

2
2

x
b

y
+ =1 0 < <b 1 的左、右焦点，过点 F1的直线交椭圆

E于 A、B两点，若 1 1A = 3F F B ， 2A ^F x轴，则椭圆 E的方程为 ．

【解析】由于 1 1AF  3F B
 

，故根据焦长公式得： 2
1

31

1 cos  1c ccos 2
A 2F  b


  cosc 

1
 ；又 AF2⊥x

轴，故 2
2AF  b ，即 2 2 2

3
a b3  ,2 b

2
 ，则椭圆 E的方程为

2
2 3

1
2

x
y

  ．



同步训练

1． 21,FF 分别是椭圆 1
79

22


yx

的左右两个焦点，A为椭圆上一点，且  4521FAF ，则 21FAF△ 的面积为（ ）

A． 7 B．
4

7
C．

2

7
D．

2

57
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【例 7】（2011•浙江）设 F1，F2分别为椭圆
2

2 1
3

x
y+ = 的焦点，点 A，B在椭圆上，若 1 2F A = 5F B

 
,则点 A

的坐标是 ．

【解析】由于 2F 1 5A F B
 

1，如图根据椭圆的对称性质可得： AF 1 5F B
 

由焦长公式得： 1

1 5
cos 3

33  2cos
AF

3 2cos 
 

6
  ，根

据焦半径公式， 1AF a  ex x  0, 故 y  1 ；则点 A 的坐标是

0 1 , , 0 ,1 . 或者根据 1AF sina = y Þ y = 1± Þ x = 0 .

【例 8】（2014•安徽）设 F1， F2 分别是椭圆 E：
2 2

22

x

a b

y
+ =1的左、右焦点，过点 F1的直线交椭圆 E于 A，

11B两点， A = 3F F B ．

（1）若 AB  4，△ABF2的周长为16，求 2AF ；

2

3
（2）若 cos

5
AF BÐ = ，求椭圆 E的离心率．

【解析】（1）由于△ABF2的周长为 16， a 4 16， 1

3
3

4
AF AB   ， 2 1AF a  AF2 5 ；

1 1 2 2（ 2）令 BF m   m3 2 a ,m3AF AF


BF  a2 m
  

， cos∠AF2B=
3

5
，则根据余弦定理，

2 2 2

2 2 2 2 2AF BF  AB 2 AF BF cos AF B，代入数据得，a m a m3 0
3

     m
a

 ，由焦长公式得：

2 23
cos 

1

cos 2

b b
e

a c a cc os 
  ；又

1 b2

1 23
2

AF b
a

 
 m a a   a 


，

2

2
e  ．

2．过椭圆
22

1
45

x y
  的右焦点作一条斜率为 2的直线与椭圆交于 A，B两点，O为坐标原点，则△OAB的

面积为 ．

3．已知 F1为椭圆
2

2: 1
2

x
C y  的左焦点，直线 l : y  x 1与椭圆C交于 A、B两点,那么 11F A| |  F| B |的值

为 ．

4．过椭圆
2 2

1
34

C :
x y

  的左焦点 F 作倾斜角为 60的直线 l与椭圆交于 A，B两点，则 
AF BF

11
（ ）

A．
3

4
B．

4

3
C．

5

3
D．

3

5

5．已知椭圆 0)
22

2 y2
 1 (a  b 
ba

x
的离心率为

2

2
．设 L为过椭圆右焦点 F的直线，交椭圆于M 、N两点，

且 L的倾斜角为 60．则 
NF

MF
．

26．已知 (11 , 0) ,F F (1, 0)是椭圆C的两个焦点, A、B为过 F1的直线与椭圆的交点,且△ 2F AB的周长为 4 3．

（1）求椭圆C的方程;

（2）判断
11

1 1

F A F B
 是否为定值,若是求出这个值,若不是说明理由．

7．已知中心在原点，对称轴为坐标轴的椭圆，左焦点 F1(1, 0)，一个顶点坐标为(0,1)．

（1）求椭圆方程；

（2）直线 l过椭圆的右焦点 F2 交椭圆于 A、 B两点,当△AOB面积最大时，求直线 l方程．
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8．已知椭圆 1
23

22x

y

 的左、右焦点分别为 F1、F2 ，过 F1的直线交椭圆于 B、D两点，过 F2 的直线交椭

圆于 A、C两点，且 AC  BD，垂足为 P．

1
23

2
0

2

0 
yx

．（1）设 P点的坐标为（x0，y0），证明：

（2）求四边形 ABCD的面积的最小值．

第二讲 双曲线的焦点三角形问题

周长问题：双曲线
2 2

2 2

x

a b

y
- =1（ a  0，b  0）的两个焦点为 1F 、 2F ，弦 AB过左焦点 1F（ A、B都在左支

上）， AB  l，则 2△ABF 的周长为 4a  2l（如下图左）

焦长公式：（1）当 AB交双曲线于一支时，
2

2 2 2

2
AB| |

cos

ab

-a c a
= ， a2

1

cos
- c

a
2 cos a2 0> 1Þ e< < （图中）

2

2 2 2

2
AB| |

cos

ab

c a - a
= ，

1

cos
-2a c

a
2 cos a2 0< eÞ > （图右）（2）当 AB交双曲线于两支时，

双曲线焦比定理和椭圆的焦比定理一致：

令 11 ( )
22 1

1
cos cos

A = lF F B ，即
b

e
-a c a c+a a 1l

=
b

Þ cos
l l -

=a l >
+

，代入弦长公式可得 (l + )b2
1

1

2
AF

a
= ．

若交于两支时， ( )
22 1

cos 1
cos 1

b b
e

c a +a c- cosa a -l

l l +
= Þ =a l > ，代入弦长公式可得 ( ) 2

1

1

2

b
AF

a

l -
= ．

【例 9】已知双曲线
22

1
16 9

x y
- = 的左、右焦点分别为 1F , 2F ,过 2F 的直线与该双曲线的右支交于 A、B两点,

若 AB  5 ,则△ABF1的周长为_________．

【解析】 AB  5，△ABF1的周长为 4a  2l 1610  26．

【例 10】过双曲线
2

2 1
3

x
y

- = 的左焦点 F1作倾斜角为
6


的直线 l交双曲线于 A、B两点，则 | AB | =________．

【解析】 02
4

a2  c2 cos2 1 4
3
   ，故直线 l交双曲线于两支；

2

22 2

2 6
AB| | 3

cos 3 1

ab

a - ac
== =

-
．

2 2

2 2
【例 11】已知双曲线

x

a b

y
- =1( ，a b 0> )的左、右焦点分别为 1F ，F2 ．过 2F

的直线与双曲线C的右支相交于 P，Q两点，若 2 2P = 3F F Q
  

，若△PQF1是以Q

为顶角的等腰三角形，则双曲线的离心率 e为（ ）

A．3

C． 2

B． 2

D． 3

【解析】设 QF2| | m，则 2P| |F m3 ， 1△PQF是以Q为顶角的等腰三角形， 1QF| |  m4 ，由 1 2QF| | QF| | a2 ，

 3 2m a，
2

3
 m a，根据焦比定理

2( ) b2
2

1 2
23

2

b
PF

a a

l +
== = = ，m  a ba ， 2

a
e 

c
 ．故选C．
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9．过双曲线
22

1
34

x y
  左焦点 F1的直线交双曲线的左支于M 、 N两点，F2为其右焦点，则|MF2|＋|NF2|－

|MN|的值为（ ）

A．6 ．B 8 C．10 D．16

1
916

22x

y

 的左、右焦点， AB是双曲线左支上过点 F1的弦，且 AB| | 6，

2

10．如果 F1， F2 分别是双曲线

则△ABF 的周长是 ．

11．过双曲线 x2  4y2  4的焦点 F1且在双曲线一支上的弦 AB的长度为 5，F2为另一焦点，则△ABF2的周

长为 ．

12．斜率为 2的直线 l过双曲线 1
2

2

2

2


b

y

a

x ( a  0,b  0 )的右焦点,且与双曲线的左右两支分别相交，则双曲

线的离心率e的取值范围是（ ）

A．e < 2 B．1<e < 3 C．1<e < 5 D．e > 5

13．已知双曲线 1
2

2

2

2


b

y

a

x
的右焦点为 F,若过点 F且倾斜角为 60的直线与双曲线的右支有且仅有一个交

点,则此双曲线离心率的范围是（ ）

A． 1,2 B． 1,2  C． 2, D． 2, 

14．过双曲线 1
169

22x

y

 的左焦点 F1作倾斜角为
4

  的直线与双曲线交于 A，B两点，求|AB|．

15．经过双曲线 1
3

2

x2 
y

 的右焦点 F2作倾斜角为 30的弦 AB，求：

（1） AB ；

（2）△F1AB的周长（ F1是双曲线的左焦点）．

16．过双曲线 1
44

22x

y

 的 F2作倾斜角为
6

5
的直线，交双曲线于 P、Q两点，求 FP  FQ 的值．

17．直线 y  x 1与双曲线 1 0 
2 2

22


y

 b 
b

C :
x

恒有公共点．

（1）求双曲线C的离心率 e的取值范围；

（2）若直线 l : y  x m(mR)过双曲线 C的右焦点 F ，与双曲线交于 P、Q两点，并且满足FP
1
FQ

5
，求

双曲线C的方程．

18．已知双曲线的左右焦点 F1、F2 与椭圆 1
5

2x2
 y  的焦点相同，且以椭圆 1

34

22x

y

 离心率的倒数为离

心率．

（1）求双曲线的方程；

（2）若经过焦点 F2 且互相垂直的两条直线与双曲线相交于 A、 B、C、D．求四边形 ACBD的面积的最

大值．
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1．
1 cos1 cos

BF 
p

AF 
p

． 2． 21 2

2

sin

p
AB x= + x + p

a
= ．

3．
2sin
p 2

S△AOB  ． 4．设  
BF

AF
,则 pAF

2

1
;

1

1
cos











 ．

5．设 AB交准线于点 P，则  cos
PA

AF
；  cos
PB

BF
．

证明：1． 1,cos
2

FAp

AF
AF = xA + a = 2

22

A

AA

x -
p

pp

x +
p

x +
p AF

\cosa = 1= - 1= -
-1 cos

p
AF

a
=\ ，同理

1 cos
BF 

p
．

2．
2

2

1 cosa 1- + cos

pp p
AB AF= + BF

sina a
= + = ．

3．设 O到 AB的距离为 d，则 sin 
2

p
d  ，故

2

2

11 2
sinAOB 2 2 s ain 2 2sin

p p p
S AB d△ a

a
== = ．

4．
1

1
cos

1 cos
1 cos




   






BF

AF
， p

p
AF

2

1

1 cos






．

5． AF
p

 xA  2
， BF

p
 xB  2

，  cos
PA

AF
，  cos
PB

BF
．

关于抛物线 x2 = 2py的焦长公式及定理（A为直线与抛物线右交点，B为左交点，  90

为 AB倾斜角）

1．
1 sin

AF 
p

；
1 sin

BF 
p

2． 21 2

2

cos

p
AB y= + y + p

a
=

3．
2

AOB 2cos

p
S△ a

= 4．设  
BF

AF
，则

1

1
sin






 ； pAF

2

 1

5．设 AB交准线于点 P，  sin sin ;
BFAF

．
PA PB

【例 12】已知抛物线C： 2 = 4y x的焦点为 F，直线 y  3 x 1 与C交于 A，B（A在 x轴上方）两点，若

AF  mFB，则 m的值为（ ）

第三讲 抛物线焦长公式及性质

A． 3 B．
3

C． 2 D．3
2

【解析】抛物线焦点为 F 1 , 0 ，且直线 AB的倾斜角为 60°，故 1 1
3

1 2

AF m
  cosm   m




BF m 
，选 D．
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【例 13】已知抛物线的方程为 2 = 4y x，过其焦点 F的直线与抛物线交于 A、 B两点，且 AF  3，O为坐

标原点，则△AOF 的面积和△BOF的面积之比为（ ）

A．
2

1
B．

3

3
C． 3 D．2

【解析】 2
2

3

1 cos
;

3
 3 cos 

1
  3





BF

AF

S

Sp
BF

p
AF

BOF

AOF

1 cos
，故选 D．



【例 14】过抛物线 2y p2 (x= >p 0)的焦点 F的直线 l交抛物线于点 A、B，交其准线于点C ，若 BC  2 BF ，

AF  3且 则此抛物线的方程为（ ）

B． y 2  3xA． y2  3x C． y 2  6x D． y 2  9x

【解析】
2

3
3

1 cos2

1
; AF 

p
  p 

BC BC

BF



d

 cos ，故此抛物线的方程为 y 2  3x．

19．已知过抛物线 y2  2px(p  0)焦点 F 且倾斜角为 60的直线 l交抛物线于 A,B两点，若 AF| |  ,3 则此

抛物线方程为（ ）

A． y 2  3x B． y 2  6x C．
2

2

3

y x D． y 2  2x

20．设 AB为过抛物线 y2  2px(p  0)的焦点的弦，则 AB 的最小值为（ ）

2
A．

p
B． p C．2p D．无法确定

）21．过抛物线 y2  4x的焦点 F 的直线交抛物线于 A,B两点，若 AF  5，则 BF （

A．
4

1
B．1 C．

4

5
D． 2

6


22．设O是坐标原点，F 是抛物线 y  x2的焦点，A是抛物线上的一点，FA与 x轴正向的夹角为 ，则 AF

）（

A．
2

1
B．

4

3
C．1 D． 2  3

23．抛物线 2  4y x的焦点为 F ，准线为 l，经过 F 且斜率为 3的直线与抛物线在 x轴上方的部分相交于点

A， AK  l，垂足为 K，则△AKF的面积是（ ）

A． 4 B．3 3 C． 4 3 D．8

24．抛物线 y2  4x的焦点为 F ,准线为 l，l与 x轴相交于点 E，过 F 且倾斜角等于 60的直线与抛物线在 x

轴上方的部分相交于点 A， AB  l，垂足为 B，则四边形 ABEF的面积等于（ ）

A．3 3 B． 4 3 C． 6 3 D．8 3

25．直线 l过抛物线 y2  x的焦点 F ，交抛物线于 A,B两点，且点 A在 x轴上方，若直线 l的倾斜角
4

  ，

则 FA 的取值范围是（ ）






A． 

2
,
3

4

1 B． 








2

2

4
,
3

4

1 C． 








2

2
,1

4

1 D． 








1

2
, 1

2

2

2

26．设O是坐标原点，F 是抛物线 2y p2 (x p 0)的焦点， A是抛物线上的一点，FA


与 x轴正向的夹角为

60，则 OA


为（ ）

A．
21

4

p
B．

21

2

p
C．

13

6
p D．

13

36
p

27．已知抛物线 2  8y x，过点 A(2, 0)作倾斜角为
3


的直线 l，若 l与抛物线交于 B、C两点，弦 BC的中

点 P到 y轴的距离为（ ）

A．
10

3
B．

16

3
C．

32

3
D． 8 3

28．过抛物线 y  4x2的焦点 F ，引倾斜角为
3


的直线，交抛物线于 A，B两点，O是坐标原点，求△ABC

的面积为 ．

29．已知抛物线C : x2  8y的焦点为 F ，准线为 l，P是 l上一点，Q是直线 PF与C的一个交点，若 PF  2FQ，

则 QF （ ）

．3BA．6 ．C
3

8
D．

3

4

30．已知抛物线C : y2  4x，那么过抛物线C的焦点，长度为整数且不超过 2015的弦的条数是（ ）

A．4024 B．4023 C．2012 D．2015



第四讲 关于焦长系列的一些重点关注问题

1． 4a体面积最值问题








sin

sin

2

sin

2ab csin
2csin

cos

2

22 2
2

2

222

2

222

2

2

c
b

ab c

b  ca  c
abAB h

S△ABF




1
 分母属于一个对勾函数模型，取

得最值得条件在于b与 c的大小比较，或者说离心率范围．

①当 c  b，即
2

c sin  2bce 
2
时，

b

sin
2

2




，当仅当 sin 
b
时等号成立，此时 ab

bc

ab c
S ABF 

2

2 2

2 max△ ．

②当 c  b，即
2

e 
2
时， 2222

2

sin

b
 c sin  b  c  a



c

，当 sin 1时等号成立，此时
a

b c
S ABF

2

max

2
2

△ ．
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2． 4a通径体计算问题

如图，若 AF2  F1F2，易知 AF
2

2 
b

a
，若 AF1  F1B( 1)，则一定有

a
AF

b2
1 2

1






，根据 AF1  AF2  2a

可得 a2
3 2


b




，即
3

1

4

3 2




 (1 e ) 1 e 





；
2 a

3． 4a等腰体计算问题

如图，若 AB  AF2 ，且 AF1  F1B( 1)，令 AB  AF2  m，则 AF1  2a m， BF1  2m  2a，

BF2  4a  2m，根据 AF1  2a m   BF1  (2m  2a)求出m，也可以根据△ABF2 的某种特殊三角形属

性来建立另一个方程，从而解出椭圆的方程或者离心率．

4．椭圆和双曲线的直角三角形与离心率问题

I．如左图，若 AF2  AB， AB过原点，且 AF1  F1B，可得
a

AF
b2

1 2

1






，
a

AF
b2

2 2

1



 2a 


，再

22
2利用勾股定理 AF1

2  AF  4c 来搞定离心率，当然也可以根据
a

b

a

b

a
AB

222b2

2

( 1)
2

1

2

1
 


 







，

a
BF  aBF

b2
12 2

22
1



 a 




， 2
2

22AF2  AB  BF 来计算离心率．
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II．若B为已知， 未知，可以根据焦点三角形面积公式 1
2

tan

2
tan

tan 45

2

2

21

21 



B

B
b

b

S

S

BF F

AF F 
△

△
，再利用勾

股定理 22
2AF1

2  AF  4c 来计算离心率．

如右图，若 BF2  AC， AB过原点，且CF 2  F2A，通过补全矩形，可得 AF1  AC ,
a

CF
b2

2 2

1






，

a
AF

b2
2 2

1


 



，

a
AF  a

b2
1 2

2
1








，再利用勾股定理 22
2AF1

2  AF  4c 来搞定离心率，当然也可以根据

a

b

a

b

a
AC

222b2

2

( 1)
2

1

2

1
 


 







，
a

CF  a  CF
b2

21 2
22

1



 a 


， 2

1
22AF1  AC  CF 来计算离心

率．

【例 15】（2019•新课标Ⅰ）已知椭圆C的焦点为 1F ( 1,0)， 2F (1,0)，过 2F 的直线与C交于 A， B两点．若

2 2A| |F F2 | B ，| 1A| |B B| F |，则C的方程为（ ）

A．
2

2 1
2

x
y  B．

2 2

1
3 2

x y
  C．

2 2

1
4 3

x y
  D．

2 2

1
45

x y
 

解析 解法一 因为 22AF  2 BF ，所以 2AB  3 BF ，又因为 1AB  BF ，则 1 2B  3F BF ，又

1 2BF BF  2a，所以 2 2
BF 

a
，即 2AF  a， 1

3

2
B F a .在 1 2R t AF F 中， 2cos AF O

a

1
，在

1 2BF F 中，由余弦定理可得

2 2

2 1

3
4

22
cos

2 2

a

BF F
a

    
   a 

     ，根据 2 2 1cos AF O  cos B F F 0 ，

可得
21 4 2

0
2

a

aa


  ，解得 a2  3，所以 a  3，b a2 2  c2  3 1  2，所以椭圆 C 的方程为：

3 2

1
3 2

x y
  ，故选 B.

解 法 二 由
2

2 2 2

3
2

2
AF

a
BF  AF 

b
 ，

2

2 4

b
BF

a

3
  ，

2

21 4

b
AB BF  BF

a

9
  ，

1BF  2

3

2
a BF ， 21BF BF  2a，即

3b2

a
 2a，所以椭圆 C的方程为：

23

1
3 2

x y
  ，故选 B.

【例 16】（2019•重庆月考）已知 A，B，C是双曲线
22

2 2

x

a b

y
 1( 0 ,a b 0 )上的三个点，直线 AB经过原

）

2 2

点O， AC经过右焦 F ，若 BF  AC，且 3A F CF，则该双曲线的离心率为（

A．
10

B．
5

C．
10

3
D．

2

3

2

【解析】设双曲线的左焦点为F ，由3AF  CF，可设 AF  t，CF  3t，由双曲线的定义可得CF  2a 

3t，AF  2a  t，B F AC，可得 AFBF 四边形为矩形，可得AF C为直角三角形，即有 AF   AC2 2

CF 2 ，即 a t  2 1 2t6   a2  t
2 2

3  ，，解得 a t ，即有 AF  a， AF   3a， FF   2c，可得

AF 2  AF  FF 2 2
，可得 a a2 2 9 4c2 ，即10  4a c2 2

，所以
10

2
e
a

c
  ，故选 A.
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【例 17】（2019•浙江模拟）已知 1F 、 2F 为椭圆
22

22

x
C :
a b

y
  a1( b 0 的左、) 右焦点，过左焦点 1F 的直线

交椭圆于M 、 N两点，若 2M F x轴，且 1M  4N NF


）


，则椭圆的离心率为（

A．
1

3
B．

1

2
C．

3

3
D．

5

3

【解析】 2MNF 为 4a通经体，且 11M  3F F N
 

，所以
2

2 23 1
2 2

2


2b b
a a  3b

a a


  ，即

3

3
e  ，故

选 C.

【例 18】（2019•济南一模）设 1F ， 2F 分别是椭圆
22

2 2

x
E :
a b

y
  a1( b 0 的左、) 右焦点，过 2F 的直线交椭

圆于 A， B两点，且 1 2AF AF  0
 

， 22


A


 2
 
F F


B，则椭圆 E的离心率为（ ）

A．
2

3
B．

3

4
C．

5

3
D．

7

4

【解析】解法一 设 AB  3m， 22AF  2 F B ，则 2AF  2m， 2F B  m，所以 1AF a 2 2m， 1BF 

2 a m .因为 1 2

 
AF  AF =0 ，则 1AB  AF ，所以

24 2c m   2a  22 2
m ，  2

3m22 2a m   

 2 2a m ，即2 1

3
m a，所以 4 2 2 2

99
c a 

4 16
a ，即 9 5c a2 2

，所以
5

3

c

a
 ，故选 C.

解法二 因为 22AF  2 F B ，所以
2

2

3

2

b
AF

a
  ，

22

1

34

2
AF 

a b

a
，又因为 21AF  AF =0

 
，所以

223

2

b 
a 

 

  c
2 2

24 a b3
2

2a

 
 
 

，即

2 2 222 2 2 233 3 3 3 1 3
4

2 2 2 2 2 2

a  c e e

ac ac e e
 

 a c            
 


     

，所以
5

3
e  ，

故选 C.

【例 19】（2019•深圳一模）己知 1F ， 2F 是椭圆
2 2

2 2

x

a b

y
 1(a b 0 )的左，右焦点，过 2F 的直线与椭圆交

于 P，Q两点， 1P Q PF，且 11QF| | 2 PF| |，则△ 21PF F 与△ 21QF F 的面积之比为（ ）

A． 2 3 B． 2 1 C． 2 1 D． 2 3

【解析】 解法一 设 1PF  t， 1 1QF PF 2 2t ，由椭圆定义可得 2PF 2a  t， 2QF a 2 2t，

PQ = 4 3a t，由
2 2 2

1 1PQ PF  QF ，即 4 3a t 2  t 2 24t ，即有 4 3a t  3t，解得 a

则 △ 1 2PF F △与 1 2QF F 积的 面 之

1 2

21

41 2+2 31
1+ 32 3 3 3 32 3

1 2 3
a

2 1
 3 1

2 3 3 3 32 2

a aPF  PF

QF  QF sin 30 1 8 a


  2 


，故选 D.

4

3 3
t


，

比 为

解 法 二 因 为 1PQ  PF ， 且 1 1

1
QF  2 PF ， 所 以 Q  30 ， 所 以 tan

2 3 2

Q



， 则

1 2

21

PF F

QF F

S

S
  

2

2

tan 45
tan 1

2tan

b Q
Q

b


  ，故  3 2，故选 D.

2

【例 20】（2019•东湖月考）已知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 0)的左右焦点分别为 1F ( 1,0)、F2 (1,0)，经过 2F

的直线 l与椭圆C交于 A、 B两点，且△ 1F AB的周长为 8．



（1）求椭圆C的方程；

（2）记△ 1F AB的面积为 S，求 S的最大值．

【解析】 （1）略

（2）根据焦长公式（省略了余弦定理或者极坐标方法简单证明过程，请读者在考试中自己完成证明）得：

1

22 2

222 2 2 2 2
2

21 2ab c s ain 2

22 cos sinABF

AB h ab ab c
S 2 sinc a

a c a a b
 sinc a

      
b c

12 12
3

43
 sin a

   ，

当仅当 sin a 1时等号成立.

31．（2019•齐齐哈尔二模）已知椭圆
2 2

2 2

x
E :
a b

y
  a1( b 的左0) ，右焦点分别为 1F ，F2 ，过 1F 作垂直 x轴
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sin a sin a

2△ABF 的内切圆的面积为
9

16


，则直线 2AF的直线交椭圆 E于 A，B两点，点 A在 x轴上方．若 AB| | 3，

的方程是（ ）

A． 3 2x y  3  0 B． 2 3x y  2  0 C． 4 3x y  4 D．3 4x y  3  0

1(a  0 , b  0)32．（2019•雨花模拟）设双曲线C :
2

2

2

2

 
b

y

a

x
的左、右焦点分别为 F1， F2 ，过 F2 的直线与

双曲线的右支交于两点 A， B，若 AF1 : AB  3 : 4， BF2  3 AF2 ，则双曲线C的离心率是（ ）

A．
5

2
B．

10

2
C．

5

2
D．5

33．（2019•莲都月考）已知 1F ， 2F 为双曲线
2 2

2 2

x

a b

y
 1( 0 ,a b 0 )的左右焦点，过 1F 的直线交双曲线左

支于 P，Q两点，若 2 1 2P| |F F| F |，且 115 | P | 4 |F Q |F ，则双曲线离心率为（ ）

A．
11

9
B．

9

7
C． 2 D．

5 1

2



34．（2019•赫山月考）已知双曲线
22

22

x

a b

y
 1( 0 ,a b 0 )的左、右焦点分别为 F1， F2 ，过点 F1的直线交

双曲线的左支于点M ，交双曲线的右支于点 N，且MF2  NF2， MF2  NF2 ，则该双曲线的离心率是

（ ）

A． 3 B． 2 C． 5 D． 2 ൅1

34题图 35题图
2

𝑎
35．（2019•湖北一模）已知 F1，F2分别为双曲线 C：

𝑥
2 െ

𝑦2

𝑏2
ൌ1（a＞0，b＞0）的左右焦点，过点 F1的

直线 l与双曲线C的左右两支分别交于 A， B两点，若 AB  BF2 ， 5

4
cosF1AF2   ，则双曲线的离心

）率为（

A． 2 B． 5 C． 13 D． 15

36．（2019•南通期末）已知椭圆C的左、右焦点分别为 1F ， 2F ，过 2F 的直线与椭圆相交于 P，Q两点，

若 1P Q PF，且 1P 4 3F PQ，则椭圆的离心率 e  ．

37．（2019•信阳期末）已知双曲线
2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 0)右支上非顶点的一点 A关于原点O的对称点为 B，
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 
F 为其右焦点，若 AF BF  0，设 BAF  ，且

4

  ( ，
5

)
12

），则双曲线C离心率的取值范围是（

A． ( 2 ， 2] B． [ 2 ， ) C． ( 2 ， ) D． (2,)

38．（2018•潍坊一模）已知椭圆
2 2

22

x
C :
a b

y
  a1( b 0)的左右焦点分别为 1F ， 2F ，O为坐标原点， A为

椭圆上一点， 21 2
F AF


  ，连接 2AF 交 y轴于M 点，若 2 ）3 |OM ||OF |，则该椭圆的离心率为（

A．
1

3
B．

3

3
C．

5

8
D．

10

39．（2018•广州二模）已知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 0)的左焦点为 1

4

F ，直线  3y x与C相交于 A，B两

点，且 1 1A F BF ，则C的离心率为（ ）

A．
12 

B． 2 1 C．
3 1

2


D． 3 1

2

40．（2018•石家庄二模）已知 1F ， 2F 分别为椭圆
2 2

2 2

x

a b

y
 1(a b 0 )的左、右焦点，点 P是椭圆上位于

第一象限内的点，延长 2PF 交椭圆于点Q，若 1P F PQ且 1P| |F P| Q |，则椭圆的离心率为（ ）

A． 2 2 B． 3 2 C． 2 1 D． 6 3

41．（2019•武昌月考）已知 A，B，C是双曲线
2 2

2 2

x

a b

y
 1( 0 ,a b 0 )上的三个点，AB经过原点O，AC

）经过右焦点 F ，若 BF  AC且 2 | A ||F CF |，则该双曲线的离心率是（

A．
5

3
B．

17

3
C．

17

2
D．

9

4

41题图 43题图

42．（2019•惠州期末）设 1F ， 2F 分别是椭圆
2 2

22

x
E :
a b

y
  a1( b 0 的左、) 右焦点，过点 1 F c( ,0)的直线

交椭圆 E于 A， B两点，若 11A| |F F3 | B |，且 2 ）A B AF ，则椭圆 E的离心率是（

A．
1

2
B．

5

3
C．

3

2
D．

2

2

43．（2019•佛山期末）如图，已知 1F 、 2F 双曲线
2 2

2 2

x

a b

y
 1( 0 ,a b 0 )的左、右焦点， A、 B为双曲线

上关于原点对称的两点，且满足 1 1 1 12
AF BF , ABF ）


 ，则双曲线的离心率为（

A． 2 B． 3 C． 6 D．
4

2

44．（2018•黄石模拟）如图，椭圆
2 2

2
1

4


x y

a
 的焦点为 1F ， 2F ，过 1

3

F 的直线交椭圆于M ， N两点，交 y

轴于点H ．若 1F ，H 是线段MN 的三等分点，则△ 2F MN的周长为（ ）

A．20 B．10 C． 2 5 D． 4 5
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45题图44题图

45．（2019•嘉兴期中）已知椭圆
22

2 2

x

a b

y
 1(a b 0 )的左、右焦点分别为 1 2F ， F ，过 1F 且与 x轴垂直的

直线交椭圆于 A，B两点，直线 2AF 与椭圆的另一个交点为C，若 2


A

 3C F

C，则椭圆的离心率为 ．

46．（2017•泰州期末）已知椭圆
2 2

2 2

x
:
a b

 
y

 a b1(   0 的左、) 右焦点分别为 1F ，F2，点 A，B在椭圆上，

11 2AF F F  0
 

且 22


A


 
 
F F


B，则当  [2，3]时，椭圆的离心率的取值范围为 ．

47．（2019•江苏）如图，在平面直角坐标系 xOy中，椭圆
22

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 0)的焦点为 1F ( 1,0)，

2F (1,0)．过 2F 作 x轴的垂线 l，在 x轴的上方，l与圆 22 2
2F : ( 1) x y  4a 交于点 A，与椭圆C交于点D．连

1结 AF 并延长交圆 2F 于点 B，连结 2BF 交椭圆C于点 E，连结 1DF．已知 1 2
DF 

5
．

（1）求椭圆C的标准方程；

（2）求点 E的坐标．

48．（2019•玉山期中）已知 1F ， 2F 为椭圆 E的左右焦点，点 P ( 1,
3
)

2
为其上一点，且有 1 2PF| | | PF | ．4

（1）求椭圆 E的标准方程；

（2）过 F2的直线 l与椭圆 E交于 A， B两点，求△OAB的面积 S的最大值．

49．（2019•安庆二模）已知椭圆
2 2

2 2

x
:C
a b

y
  a1( b 0)的离心率为

2

2
，且过点 (2, 2)．

（1）求椭圆C的标准方程；

（2）设 A、 B为椭圆C的左、右顶点，过C的右焦点 F 作直线 l交椭圆于M ， N两点，分别记△ABM ，

2 1 2△ABN 的面积为 S1， S ，求 S S| |的最大值．

50．（2019•天河二模）已知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 0)的左右焦点分别为 1F ， 2F ，左顶点为 A，上顶点

为 B，离心率为
2

2
， 1△ABF的面积为

2 1

2


．

（1）求椭圆C的标准方程；

（2）过 1F 的直线 l与椭圆C相交于不同的两点M ， N，求 2△MNF 内切圆半径的最大值．

2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 0)，右焦点 2F (2,0)，点 ( 3，1)在椭图上51．（2018•金华期末）已知椭圆

（1）求椭圆的方程；

（2）设 0P(x ， 0)(0y y  0)为椭圆C上一点，过焦点 1F ，F2的弦分别为 PA，PB，设 1 1 1


P


 F F


，A 2 2 2P  F F B
  

，

若 1 2 2，求 的值．
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第五讲 过焦点的弦与其中垂线的性质

1．设椭圆焦点弦 AB的中垂线与长轴的交点为D，则 FD 与 AB 之比是离心率的一半（如图）

2．设双曲线焦点弦 AB的中垂线与焦点所在轴的交点为 D，则 FD 与 AB 之比是离心率的一半（如图）

3．设抛物线焦点弦 AB的中垂线与对称轴的交点为 D，则 FD 与 AB 之比是离心率的一半（如图）

1．证明：根据椭圆焦长公式：
2b

a ccos
BF| | ，

2b

a ccos
AF| | ,

2

2 2 2

2

cos

ab

a c 
AB| | ,

2 2

2

22 2
cos

22 2 2 cos

b b
AB AF  BF


bBF AF a c
a c

a cc os  ccos



     CF| | | AF | | AF |

2 2

2 222

D |F b
 

c c

e

aabcos a c cos  AB| |
DF| |

CF| |
 

b
2 2

c
2

，故
|

．

2．证明：当直线 AB与双曲线交于一支时，证明过程同椭圆一致；当直线 AB与双曲线交于两支时，

2b
BF| | ，

2b
AF| | ,

2

2 2 2

2

cos

ab

  acos c a cos c a c
AB| | ,

2

22 2

cos

cos

b c

c a







CF| | ，其余过程与椭圆一致．

3．证明：抛物线 y2  2px( p  0)焦点弦公式：
1 cos

p
AF


 ；

1 cos

p
BF


 ；

2

2

sin

p
AB


 ．

2

cos

22 2 sin

AB AF  BF 


C| F |  AF| |  AF| |
BF AF p

 ，
cos sin2

DF |
|


CF p

 
|

|
 ，故

1

2

DF| |


AB| |
．

【例 21】已知椭圆
22

1
34

x y
  ， 1F 为椭圆的左焦点，过点 F1的直线交椭圆于 A， B两点， AB中垂线交 x

轴于点D，是否存在实常数，使 1


AB   FD


恒成立．

【解析】设 AF| | m; BF|1 1 | n; A| F |2  4 m; BF| |2  4 n A, B倾斜角为 ，

由余弦定理： 2   2 4m m2 2  2 2cm o s ；整理得
1

3

2 cos
AF| | ；

2    2 4n n 2 2  2  2n c os 180  ；整理得
1

3

2 cos
BF| | ；

则
2

12

4 cos
m  n


AB| | 1 1

11 2

33


3co2 cos

22 2 4 cos

AB AF  BF
CF BF 2 co  s s




   || ||

1
1 2

3

cos 4 cos 
DF| |

CF| | ，故 4
1


DF

AB
 ．
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【例 22】（2015•江苏卷）如图，在平面直角坐标系 xOy中，已知椭圆 0)1(
2

y2

2

2

  a  b 
ba

x
的离心率为

2

2
，

且右焦点 F 到左准线 l的距离为 3．

（1）求椭圆的标准方程；

（2）过 F 的直线与椭圆交于 A， B 两点，线段 AB的垂直平分线分别交直线 l和 AB于点 P ， C ，若

P  2C AB ，求直线 AB的方程．

【解析】（1）由题意可得，
2

2
e
a

c
  ，且

2

c
c

a
  3，解得 c 1， a  2，

则b 1，即有椭圆方程为
2

2 1
x

y  ；
2

（2）如图所示，设直线 AB倾斜角为q ，将 F 设为极坐标的极点，右焦点到右准线的距离设为
2

p
c

b
= =1，

根据椭圆的第二定义 ep r(= + e1 co qs )，即 1

+ e1 cos +2 cos

ep
AF

q q
r= = = ，则

1

-2 cos
BF

q
= ，

1 sin2
22

AB  ①，

令CP交 x轴于Q，则
2

1 1


co2  cos

22 2 1

AB BF  AF 2 cos  s



   


CF| | A| F |

sin

2

1

cos 1  sin 
QF| |

CF| | ，故 2

4
QF| | | AB |②；

3
2 FQ q = ABsin 2

sin

FQ
PC AB Þ PQ C+ Q

q

-
= = + ，将①和②

2代入得： sin
2

q = ，此时 AB的方程为 y x 1或  y x 1．

注意：在圆锥曲线的焦点弦和与 y轴平行线（准线居多）上一点构成的特殊等腰三角形，比如等腰直角三

角形，等边三角形，都需要用到焦点弦中垂线的性质．

52．（2019•山西月考）已知椭圆
2 2

1
9 5

x y
  ，过右焦点 F 作不垂直于 x轴的弦交椭圆于 A，B两点，AB的

垂直平分线交 x轴于 N，则 NF| |:| AB |等于（ ）

A．
1

3
B．

1

2
C．

1

4
D．

2

3

53．（2019•苏州模拟）己知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 0 的左、) 右焦点分别为 1F ， 2F ，离心率为

1

2
， P是

2△PFF 面积的最大值为 3．

2PF 与椭圆C的另一个交点为Q，且 PQ的垂直平分线交 y轴于点T (0 ,
1
)

8
，求直

椭圆C上的一个动点，且

（1）求椭圆C的方程；

（2）设斜率不为零的直线

线 PQ的斜率．

54．（2019•南开月考）已知椭圆的焦点在 x轴上，一个顶点为 (0,1)，离心率为
2

5
e  ，过椭圆的右焦点 F

的直线 l与坐标轴不垂直，且交椭圆于 A， B两点．

（1）求椭圆的方程；

（2）设点C是点 A关于 x轴的对称点，在 x轴上是否存在一个定点 N，使得C，B，N三点共线？若存在，

求出定点的坐标；若不存在，说明理由；

（3）设M m( ,0)是线段OF (O为坐标原点）上的一个动点，且 MA M( )B  AB
  

，求m的取值范围．
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达标训练
1．（2017•新课标Ⅰ）已知 F 为抛物线C y2 : 4x的焦点，过 F 作两条互相垂直的直线 l1， l2 ，直线 l1与C交

于 A、 B两点，直线 l2 与C交于D、 E两点，则 A| | B D| E |的最小值为（ ）

A．16 B．14 C．12 D．

2．（2014•新课标Ⅱ）设 F 为抛物线C y2 : 3x的焦点，过 F 且倾斜角为30的直线交C于 A， B两点，O

为坐标原点，则△OAB的面积为（ ）

A．
3 3

4
B．

9 3

8
C．

63

32
D．

9

4

3．（2014•新课标Ⅰ）已知抛物线C y2 : 8x的焦点为 F ，准线为 l， P是 l上一点，Q是直线 PF与C的一
 

，则个交点，若 FP  4FQ QF （ ）

A．
7

2
．

5
CB．3

2
D．2

4．（2012•安徽）过抛物线 2  4y x的焦点 F 的直线交该抛物线于 A，B两点，O为坐标原点．若 AF| | 3，
则△OAB的面积为（ ）

A．
2

2
B． 2 C．

3 2

2
D． 2 2

5．（2019•湖南一模）已知抛物线 E x2: 2py p(  0)的焦点为 F ，其准线与 y轴交于点D，过点 F 作直线

交抛物线 E于 A、 B两点，若 A B AD，且 BF| | A| F | 4，则 p的值为（

A．1 B．2 C．4

）

．8D

6．（2019•长沙一模）已知抛物线C y2: 2px p ( 0)的焦点为 F ，点
p
( ,A a)( a 0)
4

在C上， AF| | 3．若

）直线 AF 与C交于另一点 B，则 AB| |的值是（

A．12 B．10 ．4．5DC．9

7．（2017•湘潭二模）如图，F1，F2 分别是双曲线
22

22

x

a b

y
 1( 0 ,a b 0 )的左、

2△ABF 为等边三角形，则△BF1F2 的右焦点，过 F1的直线 l与双曲线分别交于点 A，B，且 A(1, 3)，若

面积为（ ）

A．1 ． 2B

D．2C． 3

8．（2018•株洲一模）已知抛物线 2
1C y : 4x和圆 2 2

2 : (C x 1)  y 1 ，直线 y k x( 1)与 21,C C 依次相交于

1 1 2 2 3A x( , y )，B x( , y )，C x( , 3y )， 4D x( , 4 2y )四点（其中 1 3 4 ）x  x x  x )，则 A| | B C| D |的值为（

A．1 ．C．B 2
2

4

k
D． k 2

9．（2018•石家庄模拟）过抛物线 2

4
y 

1
x 的焦点 F 的直线交抛物线于 A、B两点，点C在直线 y = -1上，

）若△ABC为等边三角形，则其边长为（

A．11 B．12 C．13 D．14

10．（2012•重庆）过抛物线 2  2y x的焦点 F 作直线交抛物线于 A, B两点，若 |
12

AB |
25

， A| |F B| F ，| 则

AF| | ．

11．（2018•全国Ⅱ卷）设抛物线
2  4y x的焦点为 F ，过 F 且斜率为 k k ( 0)的直线 l与C交于 A，B两点，

AB| | 8．

（1）求 l的方程；

（2）求过点 A， B且与C的准线相切的圆的方程

12．（2014•新课标Ⅱ）设 F1, F2分别是
2 2

2 2

x
C :
a b

y
 1 (a b 0 的左，) 右焦点，M 是C上一点且 2MF 与 x轴垂

直，直线 1MF与C的另一个交点为 N．

（1）若直线MN 的斜率为
3

4
，求C的离心率；

（2）若直线MN 在 y轴上的截距为 2，且 1M| |N F5 | N |，求 a，b．
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15．（2013•湖南）已知 1F ， 2F 分别是椭圆
2

2: 1
5

x
E y  的左、右焦点 1F ， 2F 关于直线 x y  2 0的对称

点是圆C的一条直径的两个端点．

（1）求圆C的方程；

（2）设过点 2F 的直线 l被椭圆 E和圆C所截得的弦长分别为 a，b．当 ab最大时，求直线 l的方程．

2
2

2
x

b

y
 1( 0 )b 的左、右焦点分别为 1F ， 2F ，直线 l过 2F 且与双曲线交于 A，B14．（2016•上海）双曲线

两点．

2


（1）直线 l的倾斜角为 ，△ 1F AB是等边三角形，求双曲线的渐近线方程；

（2）设b  3，若 l的斜率存在，且 1 1

  
F A F B( )  AB  ，求0 l的斜率．

13．（2015•湖南）已知抛物线 1C x2 : 4y的焦点 F 也是椭圆
2 2

2 2 2

y
C :

a b

x
 1 (a b 0)的一个焦点，C1与 2C 的

1C 相交于 A，B两点，与 2C 相交于C，D两点，且 AC


与

BD

同向．

2

公共弦的长为 2 6，过点 F 的直线 l与

（1）求C 的方程；

（2）若 A| |C B| D |，求直线 l的斜率．

2 2

2 2

x

a b

y
 1(a b 0 )的左、右焦点分别为 1F ， 2F ．点 P( ,a b)满足 2 1 2P| |F F| F ．|16．（2011•天津）设椭圆

（1）求椭圆的离心率 e；

（2）设直线 2PF 与椭圆相交于 A，B两点，若直线 2PF 与圆 ( 1 ) (x y 2 23) 16相交于M ，N两点，且

|
8

M |
5

N A| B |，求椭圆的方程．

17．（2018•吉林期末）已知椭圆
2 2

2 2

x
E :
a b

y
  a1( b 0)的两个焦点与短轴的一个端点是等边三角形的三个

顶点．且长轴长为 4．

（1）求椭圆 E的方程；

（2）若 A是椭圆 E的左顶点，经过左焦点 F 的直线 1与椭圆 E交于C， D两点，求△OAD与△OAC的

面积之差的绝对值的最大值．（O为坐标原点）

18．（2018•衡阳一模）已知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 的左0) 、右焦点分别为 1F 、F2，离心率为

1

2
，直线 y 1

与C的两个交点间的距离为
4 6

3
．

（1）求椭圆C的方程；

1（2）分别过 F 、 2F 作 l1、 l2 满足 l1 // l2 ，设 l1 、 l2 与C的上半部分分别交于 A、B两点，求四边形 2 1ABF F

面积的最大值．

19．（2018•河南模拟）已知椭圆 )
2 2

2 2

x
(a1

a b

y
+ = > b > 0 的离心率 6

3
e  ，过点 A(0 ,  b)和 B a( , 0)的直线与原

点的距离为
3

2
．

（1）求椭圆的方程；

1（2）设 F 、 2F 为椭圆的左、右焦点，过 2F 作直线交椭圆于 P、Q两点，求 1△PQF的内切圆半径 r的最大

值．

20．（2019•汕头一模）已知椭圆
2 2

2 2

x y
+ =: 1(C a > >b 0

a b )的左右焦点分别为 F1，F2，离心率为
1

2
，点 A在

1椭圆C上， AF = 2， 1 2F AFÐ = 60，过 F2与坐标轴不垂直的直线 l与椭圆C交于 P，Q两点．

（1）求椭圆C的方程；

（2）若 P，Q的中点为 N，在线段OF2上是否存在点M m( ,0)，使得M N PQ？若存在，求实数m的取

值范围；若不存在，说明理由．

18题图
19题图
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专题2 焦点三角形问题

第一讲 椭圆焦点三角形的性质

椭圆 1
2

2

2

2

 
b

y

a

x
焦点为 F1， F2，P为椭圆上的点，F1PF2  ，则

2
tan

1 cos
2 

sin 2
21





 bSF PF  b ；

证明：设 1 2PF m,PF  n

 
 c

 
1 2

2
2 22 2

2 1
2

2 2 cos  2 1    2
1 cos

1
sin 3F PF 2

m a
b

mn mn

S mn







n 


m  n  


 


：



1 2

2 2 2

2

2sin cossin 2 2 tan
1 cos 22cos

2

F PFS b

 
 


  b   b  

推论与应用：（注意：r为内切圆半径）

（1）直角三角等面积法：如右图，当 1 2P F PF 时，有
1 2

2
2

2

2
p

F PF p

c y b
S  b y

c
 △ ；

△
22 2

221
S F PF  b 

mn
 mn  b ；r a  c，

(
1 2 1 2

1 2 1 2

2 1

2 +asin sin 2 sin(a + 45 )

F F F F
e
a a PF PF F F )b

= =
c c

= = =
+

．

（2）任意角度的等面积法：
1 2

2
1 22 2F PF pS c y b r

   tan
1

 PF PF tan (a c)
 

△ ．

（3）最大面积、最大夹角问题：当点 P位于椭圆的短轴顶点时，
1 2

2

2
p

F PF p

c y
S  c y  bc△ 取最大值，根

据等面积原理，此时
1 2

2 tan tan
2 2F PF

 c
S b

b


  bc △ ．

（4）直角顶点的讨论：当
1 2

2 tan
2F PFS b bc


 △ 时， 取得最大值，若 90 ，则
2


45 ， tan

2 b

q c
= >1；

同理，若 90 ，则 45
2
 ， 1

2
tan 

c


b


；若 90 ，则 45

2
 ， tan 1

2 b

  q c
= < ．在分析直角顶点个数

时，当 c b时，PF1  PF2有四个点 P存在；当 c b时，PF1  PF2有两个点 P存在；当 c b时，PF1  PF2
无点 P存在.（注意： PF1  PF2与 Rt△PF1F2的区别）

（5）已知 的度数，求椭圆离心率的取值范围：假设 为椭圆的最大角，则
2

sin1


 e  ．

【例 1】已知椭圆 1
1625

22x

y

 ， F1、 F2为焦点，点 P为椭圆上一点，F1PF2  30
，求 S△PF1F2 ．

【解析】设 21PF m PF , .n


 
21

2 2 2

101
2 16

6 2 cos30  2
1 cos30

1
sin30 3F PF 2

m n

m  n  mn mn

S mn


 

   


 
 

21
16 3F PFS 32  ．

【秒杀解法】


21

2 2


6 sin30 10  62 2 sin 301

16 3
2F PF 2 2 2cos30 4 1 cos30

S
m n

    
 sinmn 30
1 1

   32 
  

．

【例 2】已知 P是椭圆 1
2

2

2

2

 
b

y

a

x
上一点，F1、F2是椭圆的两个焦点，若PF1F2  60

 ,PF2F1  30
，则

该椭圆的离心率为（ ）

A． 3 1 B．
3

C． 2( 3 1) D．
2

3 1
2

【解析】PF1F2  60
 ,PF2F1  30

可知： 1 2

21 1 2

1
2 sin30 sin 60

F F
e
a a F F F F

 
2c c

  3 
  

．
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【例 3】已知 P是椭圆 1
34

22x

y

 上的一点， F1、 F2是该椭圆的两个焦点,若△PF1F2的内切圆半径为
1

2
,

则 1 2P


F P

F 的值为（ ）

A．
3

2
B．

9

4
C． 

9

4
D． 0

【解析】利用等面积法：
1 2

2
21tan



1  1 1

tan
2 2 2 2 22F PFS b  PF PF a c r  (2 1)  3tan tan 

 
；

2

2 tan 42tan
31 tan

2






  ；
1 2 1 2 1 2

3 1 4 9
F PF 2 2 3 4

S   PF PF  PF PF

   
．

【例 4】椭圆 1
925

22x

y

 的焦点分别为 F1、 F2， P是椭圆上位于第一象限的点，若△PF1F2的内切圆半径

为
4

3
，则点 P的纵坐标为（ ）

．B 3 ． 2 3D．C 4A．2

【解析】利用等面积法：
21

3F PF P PS a cc y  r y  ．

【例 5】若椭圆 1
34

22x

y

 的两个焦点 F1、F2，试问：椭圆上是否存在点 P，使F1PF2  90？存在，求

出点 P的纵坐标；否则说明理由．

性质：当点 P从右至左运动时，F1PF2 由锐角变成直角，又变成钝角，过了 Y轴之后，对称地由钝角变成

直角再变成锐角，并且发现当点 P与短轴端点重合时，F1PF2 达到最大．

1
2

c

b


【解析】 c b2 2， tan   ，则 45

2


 ， 1 2P F PF 无点 P存在．

1
49

22x

y

 的焦点为 F1、 F2，点 P为其上动点，当F1PF2 为钝角时，点 P横坐标的取值范【例 6】椭圆

围是 ．

【解析】根据上题的性质，当 2PF 1 PF 时，有
21

2
2 2

2
P

F PF P

c y b
S  b

c
 y  ，

2 4

5
Py c

b
  时， 2F1PF

为钝角，故 x
3 5

,
3 5

55

 
 

．

2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 0)的两个焦点，P为C上的点，O为坐【例 7】（2019•新课标 II）已知 F1，F2 是椭圆

标原点．

（1）若 2POF 为等边三角形，求C的离心率；

（2）如果存在点 P，使得 21P F PF ，且△ 1 2F PF 的面积等于 16，求b的值和 a的取值范围．

【解析】（1）略··· e  3 1

1PF  m， 2（2） PF  n，则

2 2 2 22 2
1 224 4 Fm n  c  m  n 2  m  n  mn  c  S P4 F 4a2 

1 2

2
F PFS  b ，故b  4，由于

21

16
16 4 4F PF p pS c y y c

c        ，从而 a b2 2  c2  b22 3 2，故 a  4 2，所以b  4，

的取值范围为 
4 2, .
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第二讲 双曲线焦点三角形性质

双曲线 1
2

2

2

2


b

y

a

x
焦点为 F1、F2， B为双曲线上的点，F1BF2   ，则

2
1 cos a tan

sin 2
2

21 
 b

S△F BF  b  ．

证明： c2 

 
1 2

2
2 22 2

 12
2

2 cos  2 1    2
1 cos

1
sin 3F BF 2

m a
b

mn mn

S mn







n 


m  n  


 


得：

21

2
2 2

2

2sin cossin 223
1 cos 2sin tan

22

F BF

b
S  b  b

 


 


△代入（），得： ．

推论与应用：

（1）直角三角等面积法：当 21BF  BF 时，有
21

2
2 2

2
B

F BF B

c y b
 bS y

c  22
2

 ；b
mn

 2 m n ；b

1 2 1 2

1 2 21 1 2 1 221 1 2

 
c c


2 1

2 cos cos 2 sin( )

F F F F
e

F F BF F  F F BF Fa a BF  BF BF F
 

   4 5

（2）任意角度的等面积法：；
21

2

21

1

2tan
2

F BF B

b
S c y BF B taF n


  

 
△

（3）内切圆的圆心横坐标一定等于 a ；证：如图，    1 2 1 2 2 D DF D F D  F B F B  a c x c x ；

（4）椭圆双曲线共焦点三角形的问题：如图，椭圆
2 2

2 2

x

a b

y
 1和双曲线

2 2

2 2

x

a b

y
 1共焦点，由于两个式子 ,a b

不同，将椭圆写成
22x

1(m
m n

y
  0 ,n 0 )，双曲线写成

2 2x
0,q

p q

y
 1( p  0 )可以知道

1 2
 n

sin
= q

sin
 =  cos

1 cosF PF

qn n q
S

n q

 
1 cos  1 cos 1 cos




 △ ， 1 2PF PF  n q

①当 1 2PF  PF 时，椭圆和双曲线的离心率 1 2 1 2

21 1 2

 
c22

;
2 2

F F F Fc
ee

a PF  PF a PF PF
 

双椭
；

 PF + PF   2 2

21 1 2

2 222

21 21

11 PF  PF

e e F F F F
  

双椭

2 PF  PF 21 2

2

1 2

2
2

F F
 

②当 21F PFÐ = a 时，一定有

2 2

2 2 2 2

sin cos1-cos


 1 cos 22 12
ee e e

 

   

双 双椭 椭

．

证明：

2 2
22 22 2 2

2 2
22

1 1
1 1 sin cos

2 2 1
1 co s 2cos 2sin

22

ea c


c a e

e1 co s   e

  
    椭 椭双 双

双椭

．
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【例 8】已知 F1、F2是椭圆 0)1(
2

2

2

2

  a  b 
b

y

a

x
的两个焦点，椭圆上一点 P使F1PF2  90，求椭圆离心

率 e的取值范围．

【解析】利用焦点三角形性质，设短轴一端点为 B则 2S F PF  b 2 tan 45
21

  b△

1
≤ SF BF 

2
 2c  b  bc

21
 b≤ c  b2 ≤ c 2  a2  c2 ≤ c 2

2

2
2

a
 e 

c
≥
2

1
，故

2

2
≤ e＜1．

【例 9】已知椭圆 1
94

22x

y

 的两个焦点分别为 1 2F ,F ，点 P在椭圆上，若 P、F1、F2是一个直角三角形的

2

1PF
三个项点， PF1  PF2 ，则

PF
的值是 ．

【解析】若 F1或 F2是直角顶点，则点 P到 x轴的距离为半通径的长
2

3

b

a

4 ，

21

14
2

3
PF a  PF  1

2

7

2

PF

PF
 ；

max

tan
2 b

 c
 1则

max

45
2


  ，则当 P 是直角顶点时，则

21

212 tan 4 ta n 45
22F PF

PF PF
S b


 4  △

，又

21PF PF  a2 6 ，故 1 2PF 4; PF  2； PF1

2

2
PF

 ．

【例 10】已知 P是双曲线
2

2 1
4

）
x

y- = 上的一点，F1、F2是两焦点,且 PF1  PF2  0，则△PF1F2 的面积为（

A． 6 B． 4 C． 2 D．1

21

2 1F PF【解析】  bS ．

2 2

1
4 12

x y
- = 右支上的一个动点，F1、F2为左右两个焦点,在△PF1F2中,令PF1F2  ，

PF2F1   ，则
2

tan
2

tan


【例 11】设 P是双曲线


 的值为（ ）

A．
3

1
B． 3 2 2 C．3 D．与 P的位置有关

【解析】根据题意可得PF1F2= , PF2F1= ，则  ,
2 2

 交点一定为△PF1F2 的内心．如图 2，

21

; tan 
2

tan 
2

CD CD
FD F D

  1； tan
2 2 3a c r c a
 tan   r   c a c a  ．

2 2

22

x

a b

y
 1的左、右焦点，若双曲线上存在点 A，使∠F1AF2=90º，且【例 12】设 F1 、 F2 分别是双曲线

|AF1|=3|AF2|，则双曲线离心率为（ ）

A． 5

2
B． 10

2
C． 15

2
D． 5

【解析】∠F1AF2=90º，且|AF1|=3|AF2|  21 1 2

1
; sin

3
cos

10 10
PF F  PF F  ；

故 1 2 1 2

21 1 2 1 2 2 1 2

c
 
2 10

2 2

F F F F
e  

a AF AF F F cos PF F PF sin PF F
．

【例 13】双曲线 1
8

2x 2
 y  的焦点为 F1、 F2，点 P为双曲线上的动点，当 12PF PF ꞏ 0

 
时，点 P的横坐标

的取值范围是（ ）

3
A．（ 

4 5
，

3

4 5
） B．( 

4 5
，  2 2 ]∪[ 2 2 ，

3

4 5
)

C．(
7


4 35

，
7

．(D
4 35

)
7

3


4 35

，  2 2 ]∪[ 2 2 ，
7

4 35
)

【解析】 2 1PF PF <ꞏ 0
 

1 2\ÐF AF > 90°故
4 5

p 3
x a  ，选 B．
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【例 14】已知椭圆
2 2

1
6 2

x y
  与双曲线

2
2 1

3

x
y  共焦点，两个公共焦点分别为 F1、F2，点 P为两曲线的

一个交点，那么 1 2cos F PF  ； 21PF PF  ．

【解析】
21

2 1 2 1 1
 2 = cos

1 cos 2 1 3F PFS
sin

=
s

1
in 

1 cos  


   
1 cos 1 cos △ ，

2

21

2 2 2
3=

11 cos 1
3

b
PF  PF




 
 

椭 （或
2

1 2

2 2 1
= 3

11 cos 1
3

b
PF  PF




 
 

双 ）．

【例 15】已知 1F ， 2F 是椭圆和双曲线的公共焦点， P是它们的一个公共点．且 1 2F PF  30 ， 则椭圆和双

曲线的离心率的平方和的最小值为（ ）

A． 2 B．1 C． 3

2
D． 4

3

【解析】根据
1 2

2sin
a

cos 22
22

22 2 2

11 2 21÷
÷ tan

a
=1 1

tan2 2
2

PF F

b
S b

e e e e
双

△ 椭

双 双椭 椭

a

tan =
a

a

æ ö
Þ ç

ç= - - Þ + =
è ø

，故根据

柯西不等式，( ) ( ( ))
22

2
2

22
2 2

sin cos 322 sin +cos
2 2 2

+e e
e e双椭

双椭

a a
öæ

ç
a a

÷ ö÷ æç

è
÷ ç³ ç+ ÷÷ = 2 sin 15 4° 5+ ° =ç

ø
çç ÷÷
è ø

．

第三讲 双曲线焦点到渐近线距离为b

定理一：双曲线 C：的焦点到两条渐近线的距离为常数b ；顶点到两条渐近线的距离为常数 
ab
c

定理二：双曲线 C：上的任意点 P到双曲线 C的两条渐近线的距离的乘积是一个常数
2 2

2

a b

c
；

证明：设 P(x1，y1)是双曲线上任意一点，该双曲线的两条渐近线方程分别是 ax－by＝0和 ax＋by＝0，点

P(x1，y1)到两条渐近线的距离分别是 1 1 1

2 2 2 2
,

bx1 ay bx- + ay

+a b
、
a b+

乘积
22

1 1 1 1

22 2 2 2

bx ay bx- +
×

ay a b

c+a b
=

a b+
．

【例 16】若双曲线 1 0 , 0
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x
的焦点到渐近线的距离等于实轴长，则双曲线的离心率

为 ．

【解析】焦点到渐近线的距离等于实轴长，故b  2a， 51
2

2

2

2

e2 
c

  
a

b

a
,所以 e  5．

1 0 , 0
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x
【例 17】已知双曲线 的右焦点为 F，若过点 F且倾斜角为 60°的直线与双曲线的右

支有且只有一个交点，则此双曲线离心率的取值范围是 ．

【解析】双曲线
2 2

2 2

x

a b

y
 1( 0 ,a b 0 )的右焦点为 F，若过点 F且倾斜角为 60的直线与双曲线的右支有一

个交点，则该直线的斜率的绝对值小于等于渐近线的斜率
a

b
，  3
a

b
，离心率

22 2
2

2 2
e

a  b
aa

c
  4 ，e  2．

【例 18】已知双曲线 C： 1
4

2x 2
 y  ，P是 C上的任意点．求证：点 P到双曲线 C的两条渐近线的距离的

乘积是一个常数．

【证明】设 P(x1，y1)是双曲线上任意一点，该双曲线的两条渐近线方程分别是 x－2y＝0和 x＋2y＝0，

点 P(x1，y1)到两条渐近线的距离分别是
|x1－2y1|

5
和
|x1＋2y1|

5
.它们的乘积是

|x1－2y1|

5
ꞏ
|x1＋2y1|

5
＝

5

4

5

2
1

2
1


x  4y

.

∴点 P到双曲线 C的两条渐近线的距离的乘积是一个常数．



2


y

1 a  0，b  01．设 P为椭圆C :
22

2

ba

x

达标训练

上一点，F1 , F2 为焦点，如果 1 2PFF  75， 2 1PF F 15，则椭

圆的离心率为（ ）

2 2 3
A． 1 B． 2 C． 3 D．

6

3

）2．已知 F1、F2 是椭圆的两个焦点，满足MF1 MF2  0的点 M总在椭圆内部，则椭圆离心率的取值范围（

B． (0,
1
]

2
A． (0,1) C． (0,

2
) D．

2
[ ,1)

3．（2019•郑州一模）椭圆
22

1
25 16

x y
  的焦点为 1F ， 2

2

F ， P为椭圆上一点，若 21

2

F PF  60，则△ 21F PF 的

面积是（ ）

A．
16 3

3
B．

32 3

3
C．16 3 D．32 3

4．椭圆 1
4

2
2

x 2
 y  的左右焦点为 F1、 F2， P是椭圆上一点，当△ F1PF2的面积为1时，


PF

1 ×

PF


的值为

）（

A． 0 B．1 C．3 D． 6

5．椭圆 1
4

2x 2
 y  的左右焦点为 F1、F2， P是椭圆上一点，当△ F1PF2的面积最大时，PF1  PF2 的值为

（ ）

A． 0 B． 2 C． 4 D． 2

6．P为双曲线 1
89

22

2
x


y

 上一点, 1F   ,F 为左右焦点．若 PF1  PF2  0 ,则△PF1F2 的面积是（ ）

A． 9 B．8

7．P是双曲线 1(a  0 , b  0)
2

2

2

2

 
b

y

a

x

C． 4 7 D．以上都不是

左支上的一点，F1、F2分别是左、右焦点，且焦距为 2c，则△PF1F2

的内切圆的圆心的横坐标为（ ）

A． a B． b C． c D． a  b  c

8．设双曲线 1(a  0)
9

2

2

2


y


a

x
的左、右焦点为 1F、 2F ，若该双曲线上有一点M 到点 2F 的距离为18，且

21△MFF 的内切圆圆心 I 的横坐标为 4，则该双曲线的离心率为（ ）

A．
4

5
B．

3

5
C．

3

4
D． 2

9．已知 F1、F2是两个定点，点 P是以 F1和 F2为公共焦点的椭圆和双曲线的一个交点，并且 PF1  PF2，

e1和 e2分别是上述椭圆和双曲线的离心率，则有（ ）

A．
1

1
 4

2
2

2
1e e

B．
1

1
 2

2
2

2
1e e

C． 42
2e1

2  e  D． 22
2e1

2  e 

10．已知点P是以 F1 , F2 为左、右焦点的双曲线 1(a  0 , b  0)
2

y2

2

2

 
ba

x
的右支上一点，且满足 1 2

 
PF PF  0，

1 2

1
tan

3
PF F  ，则此双曲线的离心率为（ ）

A． 5

2
B． 3 C． 10

2
D． 5

11．若椭圆
2 2x

1( 0> ,m n
m n

y
+ = 0> )和双曲线 0)1(

22


y

 r  q 
qr

x
有相同的焦点 F1和 F2，P是两曲线的一

个交点，则 PF2  PF2 的值等于（ ）

A．m2  r 2 B． m  r 
2

1
C．m  r D． m  r
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12．双曲线 1
4

2x 2
 y  的两个焦点为 F1、F2，点 P在双曲线上， 3

21
S△PF F  ，则 PF1  PF2 等于（ ）

． 3BA．2 C． 2

13．椭圆 1
2 2

2

2

2

 
n

y

m

x
与双曲线 1

2 2

2

2

2


n

y

m

x
有公共焦点，则椭圆的离心率是（

D．  3

）

A．
2

2
B．

15

3
C．

6

4
D．

30

6

14．已知 1F ， 2F 是椭圆C的两个焦点， P是C上的一点，若 21P F PF ，且 2 1PF F  60，则C的离心率

）为（

A．1
3

2
B． 2 3 C．

3 1
D． 3 1

0)0,1(15．（2018•新课标Ⅲ）已知双曲线C :
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x

2

的离心率为 2 ，则点 (4,0)到C的渐近线的距

．
3 2

C

离为（ ）

A． 2 B．2
2

D． 2 2

1
2

2
2

C :
x

 y  上的一点， 1F ， 2F 是C的左、右两个焦点，若

1 2MF MF  0

16．（2015•新课标Ⅰ）已知M (x0 , y0 )是双曲线

 
，则 0y 的取值范围是（ ）

A． ( ,
3 3

)
33

 B． ( ,
3 3

)
6 6

 C． ( ,
2 2 2 2

)
3 3

D．
2 3

( ,
2 3

)
33



17．（2014•湖北）已知 F1， 2F 是椭圆和双曲线的公共焦点， P是它们的一个公共点．且 21 3
F PF


 ，则椭

圆和双曲线的离心率的倒数之和的最大值为（

A．
4 3

3
B．

2 3

3

）

C．3 ．2D

18．（2013•浙江）如图 F1、 2F 是椭圆 1
4

2
2

1  y C :
x

与双曲线 2C 的公共焦点， A, B分别是 1C 、 2C 在第二、

1 2AF BF 为矩形，则 2 ）C 的离心率是（四象限的公共点，若四边形

A． 2

C．
2

3

B． 3

D．
6

2

19．（2018•鹰潭期末）已知椭圆和双曲线有共同的焦点 F1 , F2 ，P是它们的一个交点，且
21 3

F PF


  ，记椭

1 2e e2 e1  e圆和双曲线的离心率分别为 ， ，则 的最小值为（ ）

A．3 ．
3

B
4

C． 3 D．
3

0)0,1(20．（2019•保山一模）设 F1，F2 是双曲线C :
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x

2

的左、右焦点，O是坐标原点，点 P在

）双曲线C的右支上且 F1F2  2OP ，△PF1F2 的面积为 a2 ，则双曲线C的离心率为（

A． 5 B． 2 ．2DC．4

21．（2019•深圳一模）己知 F1，F2 是椭圆 1(
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x
20)的左，右焦点，过 F 的直线与椭圆交于 P，

Q两点， 1P Q PF，且 QF1  2 PF1 ，则△PF1F2 与△QF1F2的面积之比为（ ）

A． 2 3 B． 2 1 C． 2 1 D． 2 3

22．（2018•南开期末）已知双曲线 0)0,1(
2

2

2

2

  a  b 
b

y

a

x
的焦点到渐近线的距离是其顶点到渐近线距离的

3倍，则双曲线的渐近线方程是（ ）

2
A．  y x B．   2y x C．  2 2y x D．  3y x

4

23．（2018•铜官月考）已知 F1，F2 分别为椭圆 1
4

2x 2
 y  的左右焦点，点 P在椭圆上，当时 21F PF  60 ，
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则点 P横坐标的取值范围是（ ）

A． (2 , 
4 2

) (4 2
, 2)

33
B．

2 6
( ,

2 6
)

3 3


C． ( ,
4 2 4 2

)
33

D． , 2]
3

) (2 6

3
[

2 6
2 , 

24．已知F1 2 1 0 0、F 是椭圆C :
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x
的两个焦点， p为椭圆 C上的一点，且 PF1  PF2 .若

△PF1F2 的面积为 9，则b  ．

0)1(
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

25．已知椭圆
x

的两焦点分别为 F1 , F2 ,若椭圆上存在一点 P,使得 1200 ,F1PF2  则椭圆

的离心率 e的取值范围为 ．

26．已知椭圆 1
916

22x

y

 的左、右焦点分别为 1 2F ,F ，点 P在椭圆上，若 P、F1、F2是一个直角三角形三个

顶点，则点 P到 x轴的距离为 ．

27．已知椭圆 1
59

22x

y

 的两个焦点分别为 21F ,F ，点 P在椭圆上，若 1

2

1

2

PF

PF
 ，则 1 2cosF PF = ．

28．已知 F1、F2为双曲线 00,1(
2

2

2

2

ba

x

y

 a  b  且a  b)的两个焦点，P为双曲线右支上异于顶点的任意一

点，O为坐标原点. 下面四个命题：① △PF1F2的内切圆的圆心必在直线 x = a上；② △PF1F2的内切圆的

圆心必在直线 x = b上；③ △PF1F2的内切圆的圆心必在直线 OP上；④ △PF1F2的内切圆的圆心必通过点

a，0 ．其中真命题的代号是 ．

29．（2018•江苏）在平面直角坐标系 xOy中，若双曲线 0)0,1(
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x
的右焦点 F c( ,0)到一条渐近

线的距离为
3

2
c，则其离心率的值为 ．

30．（2016•浙江）设双曲线 1
3

2

x 2 
y

 的左、右焦点分别为 1F 、 2F ，若点 P在双曲线上，且△PF1F2 为锐

角三角形，则 PF1  PF2 的取值范围是 ．

专题3 最值之声东击西
第一讲 声东击西求最值

椭圆最值问题：求 PQ  PF1 最值，则构造 PQ  2a  PF1  2a  PQ  PF2  2a,利用三点共线求最值（如

图 1所示），此类型的题目叫做声东击西，即问左焦点，则连接右焦点，问右焦点则连左焦点，三点共线是

关键．

PQ  PF1 最值，则构造 PQ  2a  PF2  2a  PQ  PF2  2a，利用三点共线求最值双曲线最值问题：求

（如图 2所示）．

如图1 如图2 如图3

注意：由于椭圆和双曲线的第二定义已经不在高考范围内，关于问焦点则连接准线的类型题目只适合抛物

线，这里不做详述．

抛物线最值问题：根据两点之间线段最短定理，可以知道 P为抛物线上一点：

（1）当QxQ , yQ 为抛物线内任意一点，则存在 PF  PQ 的最小值,当 P、Q两点的纵坐标相等时，即

2min
PF PQ  EQ  xQ 

p
（参考图 3，内部连准线）
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（2）当 Q（ xQ , yQ）为抛物线外任意一点，存在 d  PQ 最小值，当 Q、P、F三点共线时，

2
2


2min

yQ 
xQd  PQ   FQ p


 





（参考图 4，外部连焦点）

由此类比抛物线 x 2  2py的最值问题，把握内连准线，外找焦点．

【例 1】已知点 P在抛物线 y 2  4x上，那么点 P到点 Q (2,1)的距离与点 P到抛物线焦点距离之和的最小

值为 ．

【解析】过点 P作准线的垂线 l交准线于点 R，由抛物线的定义知，PQ  PF  PQ  PR，当 P点为抛物线

与垂线 l的交点时，PQ  PR取得最小值，最小值为点 Q到准线的距离 ,因准线方程为 x  1，故最小值为

3．

【例 2】已知点 P是抛物线 y 2  2x上的动点，点 P在 y轴上的射影是M，点 A的坐标是 ,4)
2

A(
7

，则 PA  PM

的最小值是（ ）

A．
2

7
B． 4 C．

2

9
D．5

【解析】  A  p 
2

9

2

1

2
22

2
min

 
P
 







AyxAFd 
p
 PAPM  PA ，选C．

min  2

【例 3】（2018•深圳期末）点 P在椭圆 1
34

:
22

1 
y

C
x

上， 1C 的右焦点为 F ，点Q在圆

21862 ）C2 : x
2  y  x  y   0上，则 PQ  PF 的最小值为（

A． 4 2  4 B． 4 4 2 C． 6 2 5 D． 2 5  6

2 2

1 1【解析】点 P在椭圆C :
34

x y
  上，如图：圆 22

2C x y : 6x  y8 21 上，0 可得：( 3) x y( 2 24)  4，

圆心坐标 ( 3,4)，半径为 2．由椭圆的定义可得： PE| | | PF | a2  4， P| | 4F P| E |，则

PQ| | | PF | PQ| |  | PE | 4

考图4

由题意可得： PQ| | | PF | PQ| |  P| E | 4 C| 2E | 2  4  2 5  6，故选：D．

达标训练

1．（2018•城北期末）已知点 A(4,2)，F 为抛物线 y 2  8x的焦点，点M 在抛物线上移动，当 MA  MF 取

最小值时，点M 的坐标为（ ）

B． (1,2 2)
2

A． (0,0) C． (2,4) D． (
1
， 2)
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0)0,1(2.（2019•济宁一模）已知双曲线C :
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x
的左、右焦点分别为 F1、F2 ,实轴长为 4,渐近线

2
方程为 y  

1
x， 4MF1  MF2  ，点 N在圆 04 ）x 2  y 2  y  上，则 MN  MF1 的最小值为（

A． 2 7 B． 5 C． 6 D． 7

3．（2018 •宜宾期末） P 是双曲线 1
6436

22x

y

 的右支上一点， M ， N 分别是圆 x 10 2  y 2 1和

）(x 10)2  y2  4上的点，则 PM  PN 的最大值为（

A．12 B．13

4．（2019•奎文月考）已知 F 是双曲线 1
2

22


4 b

x

y

C．14 D．15

的左焦点，定点 A(1,4)， P是双曲线右支上的动点，若

PF  PA 的最小值是 9，则双曲线的离心率为（ ）

A．
5

4
B． 2 C． 3 D． 2

5．（2018•东安区期末）已知点 P是抛物线 y 2  2x上的动点，F 为抛物线的焦点，
2

A(
7
，4)，则 PF  PA

）的最小值是（

A．
7

2
B． 5 C．

9

2
D． 4

6．（2018•龙岗期末）已知 P是抛物线 y 2  8x上的一个动点，Q是圆 x - 3 2  y 1 2 1上的一个动点，

N (2,0)是一个定点，则 PQ  PN 的最小值为（ ）

C．5A．3 B． 4 D． 2 1

7．（2018•定远期末）已知 P为抛物线 y 2  4x上的任意一点，记点 P到 y轴的距离为 d，对于给定点 A(4,5)，

）则 PA  d的最小值为（

A． 34 B． 34 1 C． 34  2 D． 34  4

8．（2018•南关期末）设 P是椭圆 1
925

22x

y

 上一点，M 、N分别是两圆：x  4 2  y 2 1和 x  4 2  y 2 1

上的点，则 ）PM  PN 的最小值、最大值的分别为（

A．9，12 B．8，11 C．8，12 D．10，12

9．（2018•九龙坡期末）设 F1， 2F 分别是椭圆 1
3349

22x

y

 的左、右焦点， P为椭圆上任一点，点M 的坐标

为 (8,5)，则 PM  PF1 的最大值为 ．

10．（2018•德州期末）抛物线 y 2  4x的焦点为 F ，点 A(2,1)，M 为抛物线上一点，且M 不在直线 AF 上，

则△MAF周长的最小值为 ．

11．（2018•嘉兴期末）已知点 P是抛物线 y 2  4x上的一点，过 P作直线 x  2的垂线，垂足为H ，直线 l经

过原点，由 l上的一点Q向圆 : (C x 5)  (y 3)2 2  2引两条切线，分别切圆C于M ，N两点，且△MQN 为

直角三角形，则 PQ  PH 的最小值是 ．

12．（2018•宁波期末）已知 P( ,x y)是抛物线 y 2  8x上的点，则 x  4 2  y 1 2  x的最大值是 ．

13．（2018•宜春期末）已知抛物线 y 2  8x的焦点 F 和 A(1,2)，点 P为抛物线上的动点，则△PAF的周长取

到最小值时点 P的坐标为 ．

1
412

22x

y

 的左焦点，A(1,4)，P是双曲线右支上的动点，则 PF  PA14．（2018•荆门月考）F 是双曲线

的最小值为 ．

15．（2019•汕头一模）设双曲线 1
6

22x

y

 的左右焦点分别为 1F ， 2F ，过 1F 的直线 l交双曲线左支于 A，
9

B两点，则 AF2  BF2 的最小值等于 ．
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专题 4 椭圆双曲线设点设线基础

第一讲 椭圆联立与设点设线

椭圆 01
2

2

2

2

  a  b 
b

y

a

x
与直线 l : y  kx  m相交于 AB两点，求 AB的弦长．

设 A x1 , y1 , Bx2 , y2 则 x2 x1  y y  21
2

21
22

12
2AB      1 k x  x   4x x

b  k a x












 x  
 









 kx 

 

222

2222

21

222

2

21
2222222222

2

2

2 2

02
1
,

b  k a
x  x 

a m a b

b  k a
a km

x

a kmx  a m  a b
y m

b

y

a

x
得 （常规设点设线）


222

2222
2

21
2

21
22

12
2 2

4
b  a k

k
ab b k a  m

x xk x  xk x  xAB


 1 1 1 ．

椭圆与直线交点的判别式：  4a 2b2 b2  k 2a 2  m2 用来判断是否有交点问题．

面积问题：椭圆与直线 l : y  kx  m相交与两点， 00C x , y 为 AB外任意一点，求 S△ABC .
设 C到 l的距离为

d ，则
222

2222
00

2

00

12

1

2

1

b k a

kx ab b k a  m

k

kx  y  m
ABAB dS△ABC



 y  m 



 ．

a 0
2

2
2

若椭圆中出现
x

a
 y 1  ，或者椭圆

2 2

2 2

x

a b

y
 1 0a b,  0 与过定点(m,0)的直线 l，则直线设

为 x ky= +m，如此消去 x，保留 y，构造的方程如下：

 2 











 y  
 









 ky 

 

222

2222

21

222

2

21
222222222

2

2

2 2

02
1
,

a  k b
x  x 

b m a b

a  k b
km

y
a  k b y  b kmy  b m  a b

x m
b

y

a

x
得 （就是将 x ,y a  b）


222

2222
2

21
2

21
22

12
2 2

4
a  b k

k
ab a k b m

y yk y  yk x  xAB


 1 1 1 ．

椭圆与直线交点的判别式：  4a 2b2 a 2  k 2b2  m2 用来判断是否有交点问题．

【例 1】已知椭圆方程为 1
2

2x 2
 y  与直线方程

2
l : y  x 

1
相交于 A、B两点，求 AB的弦长．

【解析】设： A x y , ,B x , y 则1 1 2 2 21
2

21
22

12AB  1 k 2 x  x  1 k x  x   4x x

将
1

2
y x  代入

2
2 1

2

x
y  得： 23 2x x 

3
0

2

1 2

1 2

2

3
1

2

x x

  



 x x  


22
2 1

2 11
1

3
AB  k x x  ．

0
22

2 2


y

1 a  b 
b

【例 2】（2012•北京卷）已知椭圆C :
x

的一个顶点为 A 2,0  ,离心率为
2

2
.直线 y  k x 1 

a

与椭圆C交于不同的两点M、N.

（1）求椭圆C的方程；

（2）当△AMN 得面积为
3

10
时，求 k的值．

【解析】（1） a 2; 2, 2
2

b
a

e
c

 
2
 c   ；故椭圆方程为

2 2

1
4 2

x y
  ；(Ⅱ)

1
AMN 2

S  MN d△ ，

设 x y , ,N x , y 1 1 2 2M 则
2 2 22

2 1 2 1 1 2 1 2MN x  x   y  y    k x  x1 4 x x ；将 y k x k代入
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2 2

1
24

x y
  得： 4 2k x2 2 8k2x4k2 80

2

21 2

2

21 2

8

24

4 8

4 2

k
x

k

k


x 


 


k x x 


；
2 2

02

11

kk k
d

k k

 
 

 
；

22
4 2

2

22 41 10
7 5 0AMN 2 2 4 3

k k k
S MN d k 2 k

k

  2 
     

△ ，即 7 5k k2 2  1  0 k  ．1

方法二：令 k
t

1
= Þ =x t +1y ，联立得  

22
21 2

22

1 2 2

2
1 22 3 024

3
1

2

t


x y
t t y  2ty

y yx ty
t

 y y 
   
     
  



2

1

1
d

t



，

2
2

2

1 2   t4 2 1 10
1

2AMN 2 3
S MN d

t
   t 

△ ．

显然，方法二的设点设线更加方便快捷，双曲线的设点设线和椭圆是一致的，也是同样的判别规律．

0【例 3】（2014•新课标Ⅰ）已知点 A(0,2)，椭圆 E :
22

2 2


y

1 a  b 
ba

x
的离心率为

2

3
， F 是椭圆的右焦

点，直线 AF 的斜率为
3

2 3
，O为坐标原点．

（1）求 E的方程；

（2）设过点 A的直线 l与 E相交于 P，Q两点，当△OPQ的面积最大时，求 l的方程．

c 3

3

2

c

a
【解析】（1）由条件知 

2 2 3
，得 c  3 又  ，所以 a  2，b a2 2  c2 1 ，故 E的方程

2
2 1

4

x
y  ．

（2）法一：依题意当 l x轴不合题意，故设直线 l y kx : 2，设 1P(x ， y1)， 2(Q x ， 2y )

将 y k x 2 代入
2

2 1
4

x
y  ，得 (1 4 )k x2 2 16kx 12 0 ，当  16(4k 2  3)  0 ，即

4
k 2 

3
时，从而

2 2
2

21 2

14 4 3
PQ| | 1 |

1 4

kk
 k

k

 
 x x |




，又点 O 到直线 PQ的距离
2

2

1
d

k



，所以△OPQ的面积

2

2

1 4 4 3
OPQ 2 1 4

k
S d PQ

k




△ ，设 24 3 k t，则 t  0， 2

4 4
1

44OPQ

t
S

t t
t


 

△  ，当且仅当 t  2，
7

2
k  

等号成立，且满足  0，所以当△OPQ的面积最大时， l的方程为：
7

2
y x  2或

7

2
 y x  2．

法二：由于
2

2 1
x

y  中b =1，故直线 l x k  y : 2，设 1P(x ， y1)， 2(Q x ， 2y )4

将 x k  y 2代入
2

2 1
4

x
y  ，得 (4 )k y2 2  4k 2 y 4 k 2 4 0 ，当 16(4  3k 2 )  0，即

3
k 2 

4
时，从而

2
1 2 点P| |Q k 1 | y  y | ， O 到 PQ 的的 距

2

2

1

k
d

k



所 以，，

 
 k 

2 22

22 2

16 4 344 31

2  k4 4
OPQ

kkk k
S d PQ


  △ ，设 4 2 k t，则

16

3
t  4， 2

4 3OPQS
t t

 
64


28

△ ，当

且仅当
7

t 
32

，
7

k  
2

等号成立，且满足  0，所以当△OPQ的面积最大时，l的方程为： 2
2

7
y x 

或
7

2
2

 y x  ．

注意：构造函数求最值一般要换元，一般以取判别式（ t  k 2a 2  b2  m2 或者 t  k 2b2  a 2  m 2 ）以

及分母（ t  k 2a 2  b2 或者 t  k 2b2  a 2 ）作为主元，之后进行对勾函数或者二次函数的构造求出最值．
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第二讲 双曲线的弦长公式与面积（不过焦点的弦）

设 1 0 , 0A x1 , y1 , B x2 , y2 ， 双曲线 -
2

2

2

2

 a  b 
b

y

a

x
与直线 l : y  kx  m相交于 AB两点，求 AB的弦长．

设则  21
2

21
22

12
2AB  x2  x1   y  y  1 k x  x   4x x

1
x 2

将 y  kx  m代入 -
2

2

2


b

y

a
得： 2 














 
 

222

2222

21

222

2

21
22222222

2

0

b  k a
a m  a b

x  x

b - k a

a km
x  x

b - k a x - 2a kmx - a m  a b

2
222

2222
2

2121
2 2

4
b  a k

k
ab b  k a  m

x xk x  xAB  1 1

双曲线与直线交点的判别式：  4a 2b2 b2  k 2a 2  m2 用来判断是否有两个交点问题．

面积问题：双曲线与直线 l : y  kx  m相交与两点，C x0 , y0 为 AB外任意一点，求 S△ABC。设 C 到 l的距离

为d ，则
222

2222
00

2

00

12

1

2

1

b  k a

kx ab b - k a  m

k

kx  y  m
ABAB dS△ABC

 y  m 





直线与双曲线交点问题：

0（1）直线 y  kx  m与双曲线 -
2

2

2

2

1 a  0 ,b 
b

y

a

x
有两个交点时，  4a 2b2 b2  k 2a 2  m2  0；

  4a 2b2 b2  k 2a 2  m2  0，有仅有一个交点；  4a 2b2 b2  k 2a 2  m2  0，没有交点；

（2）过点 P x0 , y0 的直线与双曲线有一个交点情况需要分类讨论：

①当
a

b

x

y
 

0

0 时，点 P在渐近线上，当 x  a0 时，有两条直线（一条切线，一条与另一条渐近线平行的直

线）；②当 x0  a时，且在双曲线外部，有三条直线（两条切线，一条与另一条渐近线平行的直线）；

③ 1 0 , 0当 -
2

2
0

2

2
0  a  b 
b

y

a

x
时（点 P在双曲线内部），一定有交点，当直线斜率

a
k  

b
时，有一交点，当

直线斜率 k  
b
时，有两个交点．

1
4

2

C : x 2 
y

 交于 A、B两点，求 AB的弦长．

a

【例 4】已知直线 y  x 1与双曲线

【解析】设： A x y , ,B x , y 则1 1 2 2

22 22
12 2 1 1 2 1 2AB x  x   y  y    k x  x1 4 x x

将 y x 1代入
2

2
1

4
x 

y
 得： 23 2x x 50

21

21

2

3
5

3

x x

x x


 



  


22
2 1

8 2
1

3
AB  k x x  ．

【例 5】动点 P到 A(-1,0)及 B(1,0)连线的斜率之积为 m(m>0)且 P的轨迹 E的离心率为 2 m．

（1）求 E的方程；

（2）设直线 l: 3x  y  2交曲线 E于M、N，求△AMN 的面积．

（3）【解析】(1)设点
x y,  mx y m m2200

 0
11

 

yy

P
x

 m
x   ；故动点轨迹为双曲线，且离心

22
2 2

2

1
1 2 1

1
 
y c

x
m

m  m
am


 

；E的方程为 x y2 2  x 1 1 
1

AMN 2

率为 2 m，即

（4）(2) S  MN d△ ，设 1 1 2 2M x y , ,N x , y
则

22
1 2 1 2M  N k x  x1 4 x ；x 将  y x 3 2代

入 x y2 2 1得：  3 1 2 4x x3 50 1 2

21

2 3

5

2

x x

x

 



x 

；
2

3 2  3 2

311

AAx
d

k

y 
 


；

1 6 4

2（5）
AMN 2

MN d


S △

．
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【例 6】过双曲线 1
94

22x

y

 的右焦点 F且斜率是
2

3
的直线与双曲线的交点个数是（ ）

．1BA．0 ．C 2 D．3

【解析】由于焦点位于双曲线内部，且 k =
b
，则直线与双曲线渐近线平行，故有仅有一个交点．

a

第三讲 过原点的向量乘积问题

椭圆与双曲线与直线 y  kx m相交于 A x1, y1 ,B x2 , y2 两点，O为坐标原点，求OA OB

解：设 A x1, y1 ,B x2 , y2 

将 y  kx m代入 1
2

2

2

2

 
b

y

a

x
得： 将 y  kx m代入 1

2

2

2

2

 
b

y

a

x
得：

(b2  k 2a2 )x2  2a2kmx  a2m2  a2b2  0 (b2  k 2a2 )x2  2a2kmx  a2m2  a2b2  0









 
 x 

)
(2)

(

(1)
2

222

222

21

222

2

21

b  k a
x  x 

a m b

b  k a
a km

x 








m 

 x 

)
(2)

(

(1)
2

222

222

21

222

2

21

b  k a
x  x 

a b

b  k a
a km

x

2 (3)( 2121
2OA OB  x1x2  y1y2  x1x2  (kx1 m)(kx2 m)  (1 k )x x  km x  x ) m

将（1）（2）分别代入（3）得：

222b  k a
(b

222b  k a
OA OB 

2  a 2 )m 2  b 2a 2 (1 k 2 )
椭圆 OA OB 

(b 2  a 2 )m2  b 2a 2 (1 k 2 )
双曲线

1
2

2x2
 y  的一个焦点作倾斜角为 45的直线，交椭圆于 A、B两点.设O为坐标原点，则【例 7】经过椭圆

OAOB等于 ．

【解析】

2 2 12
x + y

=y x

ì
=ï

í
ï
î -

      1 12 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3

b a m b a 1 k
OA OB 

1 2 112 


1


1 b k a 1

 
．

【例 8】过双曲线 1
94

22x

y

 的右焦点 F且斜率是
2

3
的直线与双曲线的交点个数是（ ）

．1BA．0 ．C 2 D．3

【解析】由于焦点位于双曲线内部，且 k
a

=
b
，则直线与双曲线渐近线平行，故有仅有一个交点。

【例 9】经过椭圆 1
2

2x 2
 y  的一个焦点作倾斜角为 45的直线，交椭圆于 A,B两点.设O为坐标原点，则

OAOB等于 ．

【解析】


  x 

 y 

1

1
2

2
2

y

x       1 12 2 2 2 2 2

2 2 2 1 2 3

b a m b a 1 k
OA OB 

1 2 112 


1


b k a

 
．

注意：椭圆与双曲线与直线 l : y  kx m相交于 A x1, y1 ,B x2 , y2 两点，O为坐标原点，且OA OB  0，设

原点到直线的距离为 d，则
2k

m
d


 ．

1

(b2  a2 )m2  b2a2 (1 k 2 )  0椭圆 (b2  a2 )m2  b2a2 (1 k 2 )  0双曲线

（1）
22

22

2

2
2

a  b
a b

1 k
m

d  （椭圆）
22

22

2

2
2

1 b

a b

k

m
d

 a 



 （双曲线）

（2）以 AB线段为直径的圆过坐标原点 OOA OB  0．
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【例 12】椭圆 1
2

2

2

2

 
b

y

a

x
与直线 x  y 1交于 P,Q两点，且OP OQ，求

22

11

a b
 的值．

【思路】
     2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1  1  1 1
0 2 2

b a
OA b a

b k a a b

b a m b a k 2b a
OB    b a  

1 1
 

b k a

 
．

【例 13】已知椭圆中心在原点,焦点在 x轴上，离心率 e  2
2 ，过椭圆的右焦点且垂直于长轴的弦长为 2．

（1）求椭圆的标准方程；

（2）已知直线 l与椭圆相交于 P、Q两点，O为原点,且OP OQ .试探究点 O到直线 l的距离是否为定值?

若是，求出这个定值；若不是，说明理由．

【思路】（1）
2

2 1
2

x
y  ；（2）OP OQ   b a2 2 m2 b a2 0 12 k 2 0

  22 2
2

2 2 2

6
31

m a b
d   

k a b
．

第四讲 圆锥曲线中非原点向量乘积的问题

任意长轴上定点向量乘积问题：设定点 P(n,0)

2
222

2

222

222222
2

212121
(1 k )


2

n
k a  b
a kmn

k a  b
PA x x  y y  n(x  x )  n 

(a  b )m  a b
 PB 

通常求定值的问题，若 AB过定点 (x0 ,0)，则m  kx0 只需满足

22 2 2 2 2 2 2 222 2 2 2 2 2 2 2
0 0 220 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2

k a( )b x  a2 nx  a b    a ba b( )k x  a b (1 k )

a2 k x n

PA n
k a  b

PB   n  
k a b k a b

 

0则当仅当 (2  e2 )x  2 2
0

2
0 nx  c  时， PA PB  n  a2 2

 
（定值）

0)1(【例 14】（2019•濮阳一模）已知椭圆C :
2

y2

2

2

  a  b 
ba

x
的一个焦点与上、下顶点构成直角三角形，以

椭圆C的长轴长为直径的圆与直线 x  y  2  0相切．

（1）求椭圆C的标准方程；

（2）设过椭圆右焦点且不平行于 x轴的动直线与椭圆C相交于 A、B两点，探究在 x轴上是否存在定点 E，

使得 EA  EB为定值？若存在，试求出定值和点 E的坐标；若不存在，请说明理由．

【解析】（1）由题意知，

2 2 2

|  0 0 2 |

2

b c

a

b c  a



 



，解得

2

1

1

b

c

a 

 

 

，则椭圆C的方程为
2

2 1
2

x
y  ．

（2）当直线的斜率存在时，设直线 y k x( 1)(k  0)，联立

2
2 1

2
1)

x

y k(x


y 




，得 (1 2 )k x2 2  4k 2x 2 k2 2 0 ，

  k 2 8 8  ，0 
2 2

2 2

2k
,

4 2

1 2BA xAxB 
k

x
k k


x 

 1 2
．假设 x轴上存在定点 0E x( ,0)，使得 EA  EB

 
为定值，

 2
0 0 0 0y, ) ( y, ) ( )AA B B A B A B A BEA EB  x( x x x x x x x x x y y

 

22
00 ( ) 1)A B A B A Bx x  x x x x k x(  x1)(  2 2 2 2

0 0(1 k ) ( )( )A B A B x x  x  k x  x  x  k
2 2 2
0 0 0

2

(2 2)

2

x x

k

 4 x 1)k ( 


1
．要使 EA  EB

 
为定值，则 EA  EB

 
的值与 k无关， 2 2

0 0 02 4x x 1 2(x  2 ，)

解得 0

5

4
x  ，此时

7

16
EA EB  
 

为定值，定点为
5
( ,0)
4

．当直线的斜率不存在时，也满足条件．

注意：此题利用( )2 2 2
00

3 5
2 1 2 1 2 1 0

2 4E- ×e x- × + c = - +x = Þ x =
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0)1(【例 15】（2018•定州期末）已知椭圆C :
2

2

2

2

  a  b 
b

y

a

x
的离心率为

2

2
，过右焦点且垂直于 x轴的直

线 l1 与椭圆C交于 A， B两点，且 AB  2，直线
4

l2 : y  k(x m)(mR,m 
3
)与椭圆C交于M ， N两点．

（1）求椭圆C的标准方程；

（2）已知点 R(
5
,0)

4
，若 RM  RN是一个与 k无关的常数，求实数m的值．

x2 2

2 2
1

x c

a b




【解析】（1）联立  y
 

解得 y
2

a
 
b

，故
2b2

2
a

 ，又
2

2
e
a

c
  ， a b2 2  c ，2 联立三式，解得

a  2，b 1， c 1，故椭圆C的标准方程为
2

2 1
2

x
y 

（2）设 1 2M (x ， y1 N) (x ， 2y )，联立方程

2
2 1

2
)(

x

y k x m


y 




，消元得 (1 2 )k x2 2  4mk 2x 2 k 2m2 2 0 ，

 16m k2 4  4(1 2k 2 )(2k 2m2  2)  8(2k 2 m k2 2 1)，
2

21 2

4

21

mk
x

k
x 


，

22

1 2 2

2 2

21
x x 

m k

k




，

2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2)( )

44 4 16
RM RN  x ( ) x(

5 5
 ) y y x x  x

5
( x ) 

25
k x( m x m

 

2 2
22 2 2

1 2 1 2 2
 ( 

5
)  

25 (3 5 2) 2 25

4 16 1 2 16

m m  k
)k x x mk )(x  x k m

k


(1   



又 RM  RN
 

是一个与 k无关的常数， 2 3 5m m  2  4，即 23 5m m  2  ，0 1m 1， 2

2

3
m  ． 3

4
m  ，

m 1，当m 1时，  0，直线 l2 与椭圆C交于两点，满足题意

注意：此题利用( )2 2 2 2 2 53
2 1 0- ×e m - x ×m + c = m - m + = Þ m =

2
m =, 1

22 3R

半成品的结论可以记忆，也可以不记忆，此类型题，记忆了考试算起来就可以避免计算错误，不记忆结论

也要记住一些套路，在圆锥曲线和直线的联立中，每一种联立的结论都是有必要记忆的，尤其在求弦长面

积，向量乘积的运算过程中，可以达到事半功倍的效果．

达标训练
2

2 1
10

x
y  上的点，则 P，Q两点间的最大距离1．（2014•福建）设 P，Q分别为圆 x y ( 62 2)  2和椭圆

是（ ）

A． 5 2 B． 46  2 C． 7 2 D． 6 2

2．（2018•道里区月考）对任意的实数m，直线 y m x b与椭圆 x y2 2 4 1恒有公共点，则 b的取值范围

是（ ）

2 2
 B． [ ,

1 1
]

2 2
A． ( ,

1 1
) C．[2,2] D． ( 2, 2)

3.（2018•闵行期末）直线 y k x 2与双曲线 x y2 2 1有且仅有一个公共点，则 k  ．

4.（2017•大连期末）直线 y x 1与椭圆
2 2

1
4 2

x y
  相交于 A， B两点，则 AB| | ．

5.（2018•江苏）如图，在平面直角坐标系 xOy中，椭圆C过点 ( 3,
1

2
)，焦点 1F ( 3,0)，F2 ( 3,0)，圆O的

直径为 1 2F F ．

（1）求椭圆C及圆O的方程；

（2）设直线 l与圆O相切于第一象限内的点 P．

①若直线 l与椭圆C有且只有一个公共点，求点 P的坐标；

②直线 l与椭圆C交于 A， B两点．若△AOB的面积为
2 6

7
，求直线 l的方程．
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6．（2008•辽宁）在平面直角坐标系 xOy中，点 P到两点 (0, 3)， (0, 3)的距离之和等于 4，设点 P的轨

迹为C．

（1）写出C的方程；

（2）设直线 y k x 1与C交于 A， B两点． k为何值时

OA


 
OB

？此时


A

B

的值是多少？

7．（2007•浙江）如图，直线 y k x b与椭圆
2

2 1
4

x
y  交于 A， B两点，记△AOB的面积为 S．

（1）求在 k  0， b 0 1的条件下， S的最大值；

（2）当 AB  2， S 1时，求直线 AB的方程．

8．（2007•陕西）已知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 0)的离心率为

6

3
，短轴一个端点到右焦点的距离为 3．

（1）求椭圆C的方程；

（2）设直线 l与椭圆C交于 A、 B两点，坐标原点O到直线 l的距离为
3

2
，求△AOB面积的最大值．

9．（2019•龙岩一模）已知椭圆 E的方程为
2

2
2

x

a
y 1，点 A为长轴的右端点．B，C为椭圆 E上关于原点

ABk 和 ACk 满足：
1

2AB ACk k   ．对称的两点．直线 AB与直线 AC的斜率

（1）求椭圆 E的标准方程；

（2）若直线 :l y kx  t与圆 2 2

3
2x y  相切，且与椭圆 E相交于M ， N两点，求证：以线段MN 为直径

的圆恒过原点．

10．（2018•浉河期末）已知椭圆
2 2

2 2

x
E :
a b

y
  a1( b 过点0) (2,0)，且其中一个焦点的坐标为 (1,0)．

（1）求椭圆 E的方程；

（2）若直线 l x my : 1 m( R 与椭) 圆交于两点 A， B，在 x轴上是否存在点M ，使得M A MB
 

为定值？

若存在，求出点M 的坐标；若不存在，请说明理由．

12．（2019•榆林一模）设椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b 的离0) 心率

3

2
e  ，左顶点M 到直线

x

a b
 
y

1的距离

4 5

5
d  ，O为坐标原点．

（1）求椭圆C的方程；

（2）设直线 l与椭圆C相交于 A， B两点，若以 AB为直径的圆经过坐标原点，证明：点O到直线 AB的

距离为定值；

211．（2019•松江区一模）已知曲线上的任意一点到两定点 F1 ( 1,0)、 F (1,0)的距离之和为 2 2，直线 l交

曲线于 A、 B两点，O为坐标原点．

（1）求曲线的方程；

（2）若 l不过O点且不平行于坐标轴，记线段 AB的中点为M ，求证：直线OM 的斜率与 l的斜率的乘积

为定值；

（3）若OA OB，求△AOB面积的取值范围．

（3）在（2）的条件下，试求△AOB的面积 S的最小值．

4

13．（2019•贵阳一模）在平面直角坐标系 xOy中，已知定点 A ( 2,0)、B(2,0)，M 是动点，且直线MA与直

线MB的斜率之积为 
1
，设动点M 的轨迹为曲线C．

（1）求曲线C的方程；

（2）过定点T ( 1,0)的动直线 l与曲线C交于 P，Q两点，若 ,0)
8

S(
17

，证明： SP  SQ
 

为定值．
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专题  5 抛物线设点设线基础
第一讲 抛物线的设线问题

如图 1，已知 AB是过抛物线 y 2  2px(p  0)焦点 F的弦，M是 AB的中点， l是抛物线的准线，MN  l，
N为垂足．则：

（1）以 AB为直径的圆与准线 l相切．

（2） FN  AB

（3） A(x1, y1)、B(x2 , y2 ),则
2

21
2

21 4
y y  p , x x 

1
p （重点）

（4）设 BD  l，D为垂足，则 A、O、D三点在一条直线上（重点）与抛物线 y 2  2px联立的直线只能是

2

1 2

2

2

pk

y y pm

ìï 1y y+ =
x ky= +m，故可得 í

= -ïî
两种直线与抛物线的联立形式

定理：已知 AB是抛物线 2y p x p2 0的弦，则令 AB方程为 x ky m，故 y2  2p ky m （ k为直线 AB

斜率的倒数） 2
21 1 2 1 2y y+ = pk2 , y y = -2pm x, x = m

（5） pk
y y

pk yy 


 y 
2

2 21
021 （中点弦问题）（k为直线 AB斜率的倒数）

（6） ) ( )00 0 0x
1
( -y y - p =k -k -x x =x x + p
k

- =x - Þ 0 Þ （图 2）故抛物线 y2  2px p  0 的弦 AB中点

x0 , y0 M ，则 AB中垂线过定点 x0  p,0 

（7）OA OB 直线过定点 2p,0  (图 3)

pm m  py y  m
p

y y
x 22

4
2

212

2
2

2
1 1x2  y1 y2  时，OA OB（垂直问题）

图 2 图 3

已知 AB是抛物线 x 2  2py p  0 弦，则令 AB方程为 y  kx  m，故 x2  2p kx m （k为直线 AB斜率）

（8） pk
x  x

pk xx  x 
2

2 21
021 （中点弦问题）（k为直线 AB斜率）

（9） 0  pk 
k

y  yx  x
k

y  y0  
1

0  0  
1

 y  y0  p（中垂线过定点问题）

故抛物线 x 2  2py p  0 的弦 AB中点 ,M x0 y0 ，则 AB中垂线过定点 0, y0  p 
（10）OA OB 直线过定点 0,2p 

【例 1】求直线 y  x 1被抛物线 y2  4x截得线段的中点坐标．

【解析】 y  x 1 x  y 1，代入抛物线方程得： 4 y 1  2
21y2    y  y  4 y  4y  4  0 ，故

2
2

21
0 y 

y  y
， x0  y0 1 3，即中点坐标为 3,2 ．

【例 2】F是抛物线 y 2  2px(p  0)的焦点，点 A(4,2)为抛物线内一定点，点 P是抛物线上一动点.已知

PA  PF 的最小值为 8.

（1）求抛物线方程；

（2）若 O为坐标原点，问是否存在点M，使过点 M得动直线与抛物线交于 B、C两点,OA OB  0 ,若存在，

求出点M的坐标;若不存在，说明理由．



【解析】（1）如图，令 P到准线的距离为 d，根据几何性质

PA  PF  PA  d  P1A  P1F ，

故 88
2

4
2min

PA  PF  xA 
p
 

p
  p  ，故抛物线方程为 y2 16x；

（2）令 A x1, y1 ,B x2 , y2 ， AB方程为 x  ky m，OA OB  0 x1x2  y1 y2  0，

直线与抛物线联立得： y2 16 ky m  y2 16ky 16m  0 ； y1y2  16m ；

1616
16

2
212

2
2

2
1  y y  m  m m 1x2  y1 y2 
y y

x ，故M点坐标为 16,0 

【例 3】已知抛物线 y 2  4x的焦点为 F ,直线 l过点M (4,0) .

（1）若点 F 到直线 l的距离为 3 ,求直线 l的斜率;
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（2）设 A,B为抛物线上两点,且 AB不与 x轴重合,若线段 AB的垂直平分线恰过点M ,求证:线段 AB中点的

横坐标为定值.

【解析】（1）设直线 l的方程为 x  ky  4，抛物线焦点坐标为 F 1,0 ，点 F 到直线 l的距离为
2

3

1+k


 3故

k   2，故直线 l斜率为
2

1
 

2

k
．

（ 2 ） 令 抛 物 线 y 2  4x 的 弦 AB 中 点 M x0 , y0  ， AB 方 程 为 x  ky  m ， 故

y 2  4 ky  m  y1  y2  4k y0  2k ，AB中垂线方程为 y  y0  k x  x0 ，将点M (4,0)代入方程得：

 y0  k 4  x0  2k  k 4  x0  x0  2．

【例 4】已知直线 y  2 2(x 1)与抛物线C : y 2  4x交于 A，B两点，点M (1,m)，若MA MB  0，则 m=

（ ）

A． 2 B．
2

2
C．

2

1
D．0

【解析】易知直线过焦点，点M在准线上，根据性质：以焦点弦 AB为直径的圆切于准线，切点纵坐标与

弦 AB中点纵坐标相等可知： pk
y  y

yM  mMA MB  y   0
21

2
0

2

2

22
 2 

1
 （ k为斜率倒数），

故选 B．

【例 5】已知抛物线C : y 2  4x,点M (m,0)在 x轴的正半轴上,过 M的直线 l与 C相交于 A、B两点,O为坐标

原点.

（1）若 m=1,且直线 l的斜率为 1,求以 AB为直径的圆的方程;

（2）问是否存在定点M，不论直线 l绕点M如何转动，使得
2 | BM |2

1

||

1

AM
 恒为定值.

【解析】（1）AB的直线方程为 x  y 1，代入抛物线方程 y2  4x得， y2  4y  4  0，

2
20 
 BA y

B 4 y 
y

yA y ， x0  y0 1 3 ，半径 4
2

2


xBr 
xA ，以 AB 为直径的圆的方程为

x  3 2  y  2 2 16；
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（2）法一如图，
yA  yB 

  
22

222

2

2

2

2

2

sin

2

sin

22

sinsinsin11

| BM |

1

||

1

A B

BA

BA y y

yy

yyAM








令 AB的直线方程为 x  ky m，代入抛物线方程 y2  4x得， y2  4ky  4m  0，

yA B A B A
2

B

2
A B 2 A B

2 y  4k, y y  4m y y  y  y  2y y 16k  8m，



sin
k 

cos

yA  y   k  8m sin  2
2

2

2
2

2

22

2

22

22

222

2

sin sin 2
cos

16

16sinsin

m

m

2m

k m
my yA B

B

















2 sin
2

2

2

22

2

2

2

sin2cos

mm

 m   m 



 ，故当m  2时，

2 | BM |2
1

||

1

AM
 恒为定值

4

1
。

法二：涉及到将一条弦长分成两部分，用参数方程法简单快捷，如下：

令 (M m,0)， AB的参数方程为
cos

sin

x m= + t

y t

a

a

ìï

=
í
ïî

，代入抛物线方程得： sin2 2 4(t t cosa a= + )，故m

21 1 2 22

44cos
;

sin sin

m
+t t t t

a a

a -
= = ，

22 2 2
21

22 2 2 2
21 1 2

1 1 cos sin

2

+t t

t t t t m m

a a
+ = = + 为定值时，必有 2m m= =2 2时成立。

第二讲 面积问题找坐标
1

2
1

pm
y

y
和

-

已知 AB为抛物线 y 2  2px的一条弦，且 AB过点 (D m,0)，F为抛物线焦点，O 为坐标原点

则令 11A( ,x y )， 2 2(B x , y )，其中 1y > 0，面积用到了水平宽´铅垂高´
1

2

则 1

2 2ADF -m
p y

S△ = ；
12BDF -m

p pm
S

y△ = ；

1

12 2AFB m -
p yç ÷
ç ÷+

pm
S

y△

öæ
=

øè
； 









1

1

2 y

y

pm

S△AOB  m ；涉及求最值就要用到基本不等式

【例 6】（2014•四川）已知 F为抛物线 y 2  x的焦点，点 A、B在该抛物线上且位于 x轴的两侧，OA OB  2

（其中 O为坐标原点），则△AFO与△BFO面积之和的最小值是（ ）

A．
8

2
B．

4

2
C．

2

2
D． 2

【解析】令 AB直线方程为： x  ky  m m  0 ，则 y yA B = -m， 22
1 2 1 2 1 2 1 2

 
OB× = =OA x x y+ y y y y y 2=+

m 2  m  2 m  2或m  1（舍），故 y y1 2 = -2，则 2
1

2
y

y
= - ， 1 2

1 1

22 2 2AOF BOFSS
p
y

p
y△ △+ = × + ×

21 1
1

= ×
1

- y = ×
1 1 2 2

22 2 4 4

p
y y

y
+ ³ 故选 B.

【例 7】（2019•襄阳模拟）已知F为抛物线 y 2  x的焦点，点A，B在该抛物线上且位于 x轴的两侧，OA OB  6

（其中 O为坐标原点），则△ABO与△AFO面积之和的最小值是（ ）

A．
17 2

8
．

3 2
CB．3

8
D．

3 13

2

【解析】令 AB直线方程为： x  ky  m m  0 ，则 y yA B = -m， 2 2
1 2 21 1 2 1 2OA x x y y+ = y y y y+ = 6

 
OB× =

2m m- = Þ m6 3= 或m  2（舍），故 y y1 2 = -3， y2
1

=
3

y

-
，令 11A( ,x y )（ y1 > 0）， 1

1 1

2 4AOFS y△ = × ，

11
11

3 3 3 9
AOB 2 2 2

S
y y△

öæ
= +yç ÷

ç ÷ = y +
øè

， 1
1

13 9 3 13

2AOB 8 2AOF SS y
y△ △ =+ + ³ 故选 D.
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第三讲 抛物线角平分线定理

抛物线 y2  2px与直线 l : x  ky  m相交于 A,B两点，联立得





x  ky  m
y 2 2 px

消去 x得：

y2  2pky  2pm  0；即
p

y y
pm my y

2
2 21

21 
  ※；由此推出三大定理．

定理 1：抛物线准线与坐标轴的交点 G与焦半径端点 A、B连线 AG、BG所成角AGB被坐标轴轴平分

定理2：过对称轴上任意一定点 N (t,0)的一条弦AB，端点与对应点 G t( ,0)的连线所成角AGB被对称轴（NG

所在直线）平分．

定理 3：过点 P(t,0)的任一直线交抛物线于 AB两点，点 A关于 x轴的对称点 A’,则点 A’，B， P'(t,0)三点

共线.（对称之点，三点共线）

【例 8】已知直线 y  k(x  2)(k  0)与抛物线 C: y 2  8x相交 A、B两点,F为 C的焦点.若 FA  2 FB ,则 k 

（ ）

A．
3

1
B．

3

2
C．

3

2
D．

3

22

【解析】如图，直线过准线与 x轴的交点 G，故连接 AF并延长交抛物线于点 B，

3
cos 

1

1 cos
2

1 cos
2 


p

易知 B与 B关于 x轴对称，FA  FB 
p

（α

为 AF倾斜角）， 2484;26
2

 yA 
2 

3
p   xA    yA xAxAAF ，

故
3

22

6

24

2

0






A

yA
x

k ，选 D.

【例 9】已知抛物线 y 2  4x ,点M (1,0)关于 y轴的对称点为 N ,直线 l过点M 交抛物线于 A , B两点.

（1）证明:直线 NA,NB的斜率互为相反数；

（2）求△ANB面积的最小值；

（3）当点M 的坐标为 (m,0)(m  0,且m 1)，根据（1）（2）推测并回答下列问题(不必说明理由):

① 直线 NA,NB的斜率是否互为相反数？

②△ANB面积的最小值是多少？

【解析】（1）如图，直线 AB : x  ky 1过焦点 M，代入方程 y2  4x得： y2  4ky  4  0

yA yB 4，设直线 AN : x  ky 1，代入方程 y2  4x得：y2  4k y  4  0即

y
 yyA y2 4y2

4
B，根据抛物线的对称性可知，直线 AN过点 xB ,yB ，

A

故直线 AN 与 BN 关于 x 轴对称，即 NA,NB的斜率互为相反数；

(2)
1 4

= × ×
1

2 4
2ANB 2 A B A

A

S MN -y y y
y△ = × + ³ ，

（3）直线 NA,NB的斜率互为相反数，参考定理 2 证明；

1 4
= × ×
1

m2 4
2ANB 2 A B A

A

+y
m

S MN -y y m m
y△ = × ³ .



达标训练
1．（2019•吉林一模）已知抛物线C : y 2  6x，直线 l过点 P(2,2)，且与抛物线C交于M ，N两点，若线段

MN 的中点恰好为点 P，则直线 l的斜率为（ ）

A．
1

3
B．

5

4
C．

3

2
D．

1

4

2．（2019•河南模拟）已知△ABF的顶点 A， B在抛物线 2  4y x上，顶点 F 是该抛物线的焦点，则满足条

）件的等边ABF的个数为（

B． 2A．1 C．3 D． 4

3．（2018•龙岩期末）已知过抛物线 y 2  x的焦点的直线交抛物线于 A， B 两点，若O为坐标原点，则
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OA OB 
 

（ ）

A． 
3

16
B．

3

16
C． 0 D． 1

4．（2018•吉安期末）已知直线 l : 3  y  3  0过抛物线C : y 2  2px的焦点 F ，且与抛物线C交于点 A、

B两点，过 A、 B两点分别作抛物线准线的垂线，垂足分别为M 、 N，则下列说法错误的是（ ）

A．抛物线的方程为 y 2  4x B．线段 AB的长度为
16

3

C． MFN  90 D．线段 AB的中点到 y轴的距离为
8

3
1

5．（2018•吉安期末）设抛物线C y2 : 4x的焦点为 F ，直线 l :
2

x   ，若过焦点 F 的直线与抛物线C相交

于 A、 B两点，则以线段 AB为直径的圆与直线 l的位置关系为（ ）

A．相交 B．相切

C．相离 D．以上三个答案均有可能

6．（2019•绵阳模拟）已知斜率为 2的直线 l过抛物线C y2: 2px p ( 0)的焦点 F ，且与抛物线交于 A， B

两点，若线段 AB的中点M 的纵坐标为 1，则 p （ ）

C． 2A．1 B． 2 D． 4

7．（2018•深圳期末）已知抛物线 2  4y x，以 (1 ,1)为中点作抛物线的弦，则这条弦所在直线的方程为（ ）

A． x y 2 1 0 B． x y 2 1 0 C． x y 2 3  0 D． x y 2 3  0

8．（2018•宽城期末）已知直线与抛物线 2y p2 (x p 0)交于 A， B两点，且OA OB，OD  AB交 AB于

D，点D的坐标为 (2,1)，则 p的值为（ ）

A．
5

2
B．

2

3
C．

5

4
D．

3

2

9．（2018•湖北模拟）已知点 A、B为抛物线 2y p2 (x p 0)上的两动点，O为抛物线的顶点，且OA OB，

抛物线的焦点为 F ，若△ABF面积的最小值为 12，则 p （ ）

A．1 B． 2 C． 2 D．3

10．（2018•齐齐哈尔三模）抛物线C y2 : 5x的焦点为 F ，过点 F 的直线与C交于 A、B两点，过 A、B作

8
C的准线的垂线，垂足分别为D、 E，O是坐标原点，若△ODE的面积为

25 2
，则 AB| |（ ）

ACFS△

A．16 B．14 C．12 D．10

11．（2018•静海模拟）设抛物线 2  2y x的焦点为 F ，过点M ( 3,0)的直线与抛物线相交于 A，B两点，与

抛物线的准线相交于点C， BF| | 2，则△BCF 与△ACF 的面积之比
S△BCF （ ）

A．
2

3
B．

4

5
C．

4

7
D．

1

2

12．（2018•宁波二模）设抛物线 2  4y x的焦点为 F ，过点 P(5,0)的直线与抛物线相交于 A，B两点，与抛

物线的准线相交于C，若 BF| | 5，则△BCF 与△ACF 的面积之比 △BCF

ACF

S

S
△
（ ）

A．
5

6
B．

20

33
C．

15

31
D．

20

29



第 四 章 圆 锥 曲 线

13．（2018•潍坊二模）直线 y k x( 2)(k  0)与抛物线C y2 : 8x交于 A， B 两点， F 为 C 的焦点，若

sin ABF  2sinBAF ，则 k的值是（ ）

A．
2

3
B．

2 2

3
C．1 D． 2

14．（2017•东营期末）已知抛物线 2  4y x与直线 x y 2 3  0相交于 A、 B两点，O为坐标原点，设OA，

OB的斜率为 k1， k2 ，则
1 2

11

k k
 的值为（ ）

A． 
1

4
B． 

1

2
C．

1

4
D．

1

2

15．（2017•道里期末）已知抛物线 2 y x，过 (1,0)的直线与抛物线交于 A， B两点，则△ABO（其中O为

坐标原点）面积的最小值是（ ）

A．
1

2
B．1 C． 2 D． 4

16．（2016•濮阳期末）已知抛物线 y x2上有一定点 A ( 1,1)和两动点 P、Q，当 P A PQ时，点Q的横坐

标取值范围是（ ）

A． (,3] B． [1,) C．[3,1] D．（,3] [1,)

17．（2016•江岸期中）已知抛物线C y2 : 8x的焦点为 F ，准线 l与 x轴的交点为M ，点 P在抛物线上，且

P| |M P2 | F |，则△PMF的面积为（ ）

A． 4 B．8 C．16 D．32

18．（2016•湘赣联考）已知直线 y k x( 2)与抛物线 2  8y x交于 A、B两点，F 为抛物线的焦点，则直线

FA与直线 FB的斜率之和等于（ ）

A． 4 B． 4 C． 0 D． 2

19．（2019•漳州一模）已知动圆 P过点 F (0,
1
)
8

且与直线
1

8
y   相切，圆心 P的轨迹为曲线C．

（1）求曲线C的方程；

（2）若 A， B是曲线C上的两个点且直线 AB过△OAB的外心，其中O为坐标原点，求证：直线 AB过定

点．

20．（2019•福州一模）已知抛物线 1C x2: 2py p(  0)和圆 2 2
2 : (C x 1)  y  2，倾斜角为 45的直线 l1 过 1C 的

2焦点且与C 相切．

1

（1）求 p的值；

（2）点M 在C 的准线上，动点 A在 1C 上，C1在 A点处的切线 l2 交 y轴于点 B，设 N M A MB

M
  

，求证：

点 N在定直线上，并求该定直线的方程．

21．（2018•潍坊期末）已知 A ( 2,2)，B(2,2)，直线 AD与直线 BD相交于点D，直线 BD的斜率减去直线 AD

的斜率的差是 2，设D点的轨迹为曲线C．

（1）求曲线C的方程；

（2）已知直线 l过点T (0,2)，且与曲线C交于 P，Q两点 (P，Q异于 A， B)，问在 y轴上是否存在定点

G，使得 PCT  Q CT ？若存在，求出点G的坐标；若不存在，请说明理由．

22．（2016•荆州模拟）已知抛物线C的标准方程为 2y p2 (x p 0)，M 为抛物线C上一动点，A(a，0)(a  0)

为其对称轴上一点，直线MA与抛物线C的另一个交点为 N．当 A为抛物线C的焦点且直线MA与其对称

轴垂直时，△MON 的面积为 18．

（1）求抛物线C的标准方程；

（2）记
1 1

| | | AN |
t

AM
  ，若 t值与M 点位置无关，则称此时的点 A为“稳定点”，试求出所有“稳定点”，若

没有，请说明理由．
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23．（2018•衢州期中）已知M 是抛物线C x2: 2py p(  0)上异于原点O的动点， A(0,2)， B(0,1)是平面

上两个定点．当M 的纵坐标为
3

4
时，点M 到抛物线焦点 F 的距离为 1．

（1）求抛物线C的方程；

（2）直线MA交C于另一点 1M ，直线MB交C于另一点 2M ，记直线 1 2M M 的斜率为 k1，直线OM 的斜率

为 2k ．求证： k1 2 k 为定值，并求出该定值．

24．（2018•四川模拟）已知点M (1,2)在抛物线C y2: 2px p ( 0)上，过点 N (5,2)作不与坐标轴垂直的直线

l交抛物线C于 A， B两点．

（1）若M N AB，求直线 l的方程；

（2）求证：点M 在以 AB为直径的圆上．

25．（2016•虹口期中）已知抛物线C y2: 2px p ( 0)，焦点 F (
2

p
，0)，如果存在过点 0M (x ， 00)(

2
x 

p
)的

直线 l与抛物线C交于不同的两点 A、 B，使得 AOM  S S FAB△ △ ，则称点M 为抛物线C的“分点”．

（1）如果M p( ,0)，直线 :l x  p，求的值；

（2）如果M p( ,0)为抛物线C的“
4

3
分点”，求直线 l的方程；

（3）（普通中学做）命题甲：证明点M p( ,0)不是抛物线C的“2分点”；（重点中学做）命题乙：如果 0M (x ，

00)( )
2

x 
p

是抛物线的“2分点”，求 x0 的取值范围．

26.（2019•长沙模拟）如图，已知抛物线 y2  4x，A¢A和 BB¢为过焦点的两条弦，且 kA'B '  2kAB，求证：A B¢ ¢

和 AB均过定点.
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专题6 设点设线进阶之角度问题

第一讲 圆锥曲线对称轴为角平分线性质（直线两点式破解法）

已知点 P是椭圆 0)1(
2

2

2

2


y

 a  b 
ba

x 上的点， A,B是椭圆上关于长轴对称的两点，直线 PA、PB分别交 x

轴于M ,N 两点，则 xM xN  a
2

已知点 P是双曲线 0)0,1(
2

2

2

2


y

 a  b 
ba

x 上的点， A,B是双曲线上关于实轴对称的两点，直线 PA、PB分

别交 x轴于M ,N 两点，则 xM x N  a
2

性质一：已知点 P，Q是椭圆 0)1(
2

2

2

2


y

 a  b 
ba

x 上的点，过点 P，Q的直线交 x轴于M m,0 (m  a) (如

图)，则在 x轴必存在一定点 






,0
2

m
N
 a

，使得MNP  MNQ 180

性质一的证明参考此图的变化：

性质二的证明参考此图的变化：

性质二：已知点 P，Q是椭圆 0)1(
2

2

2

2


y

 a  b 
ba

x
上的点，过点 P，Q的直线交 x轴于M m,0 (m  a) (如

图)，则在 x轴必存在一定点 






,0
2

m
N
 a

，使得MNP  MNQ

性质三：已知点 P，Q 是双曲线 0)0,1(
2

2

2

2


y

 a  b 
ba

x 一支上的点，过点 P，Q 的直线交 x 轴于

,0M m )(0 a m  ，则在 x轴必存在一定点 







,0

2

m
N
a

，使得MNP  MNQ 180．

性质四：已知点 P，Q 是双曲线 0)0,1(
2

2

2

2


y

 a  b 
ba

x
一支上的点，过点 P，Q 的直线交 x 轴于

m ,0M (m  a)，则在 x轴必存在一定点 







,0

2

m
N
a

，使得MNP  MNQ．

已知点 P是抛物线 y2  2px (p  0)上的点，A, B是抛物线上关于 x轴对称的两点，直线 PA、PB分别交 x轴

于M ,N 两点，若 xM  m则 xN  m（上一讲已说明，这里就归纳一下性质）．

性质五：已知点 P，Q是抛物线 y 2 px2 (p= > 0)上的点，过点 P，Q的直线交 x轴于M m,0 (m  0)，则在 x

轴必存在一定点 (-N m,0)，使得 MNPÐ + MÐ NQ 18= 0 ．°

性质六：已知点 P，Q是抛物线 y 2 px2 (p= > 0)上的点，过点 P，Q的直线交 x轴于M m,0 (m  0)，则在 x

轴必存在一定点 N m,0 ，使得MNP  MNQ．
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【例 1】（2018•新课标Ⅰ）设椭圆
2

2 1
2

x
:C y  的右焦点为 F ，过 F 的直线 l与C交于 A， B两点，点M 的

坐标为 (2,0)．

（1）当 l与 x轴垂直时，求直线 AM 的方程；

（2）设O为坐标原点，证明： OMA  OM B

【解析】（1） c  2 1 1，F (1,0)，l与 x轴垂直， x 1，

由 x2 2

1

1
2

x 



y 

，解得

1

2

2

x

y

 





或

1

2

2

x

y

 




 
，

(1.
2
)

2
A ，或 (1,

2
)

2
，直线 AM 的方程为

2

2
 y x  2，

2

2
y x  2 ，

（2）证明：（2）当 l与 x轴重合时， OMA  O MB 0 ，
当 l与 x轴垂直时，OM 为 AB的垂直平分线，OMA  OMB，

当 l与 x轴不重合也不垂直时，设 l的方程为 x ky= +1， 1A(x ， y1)， 2(B x ， 2y )， 2 2(C x ,- y )， AC直线方

程 为 11

2 1 2 1

-y y

y x - x

x x-
=

y- -
令 y  0 得 ( ) y (k+ y )21 2 11 2 2 1 1 2

1 2 1 2 21

11 2
1

y ky y
x

+y y

+ +
=
x y + x y ky

= = +
y y+ y y+

由 2
2

1

1
2

x k y

x





y 

得

 k y2 2 2 2ky 1 0
1 2 2

21 2

2

2
1

2

k
y

k

y y
k


y 


 
  



，故直线 AC与 x轴的交点 21

21 +y y
x

2ky y
= +1 2= ，即为点M ，故MA，MB的

倾斜角互补，OMA  OMB，综上 OMA  OM B．

第二讲 中点问题找点差，直径问题问点差

中点弦问题：若椭圆(双曲线)与直线 l交于 AB两点，M 为 AB中点，则可以采用点差法

定理 1：
2

2AB OM

b
×k k

a
= - （椭圆）；

2

2AB OM

b
×k k

a
= （双曲线）

中垂线问题：若 A、B关于直线M :N y kx= +m或者 x  ky  n对称，可以知道线段 AB被直线垂直平分，设

N为MN 与坐标轴交点，则能得出以下定理：

定理 2：
2

0
2

m  
y c

b
(椭圆)，

2
0
2

m 
y c

b
（双曲线）；

2
0
2

n 
x c

a
(椭圆)，

2
0
2

n 
x c

a
（双曲线）

直径问题：若 AB过原点，则 AB为椭圆（双曲线）直径， P为椭圆（双曲线）上异于 AB任意一点，

定理 3：
2

2PA PB

b
×k k

a
= - （椭圆）；

2

2PA PBk
a

k× =
b

（双曲线）

定理一证明：设 A x y , ,B x , y  ,M x , y 1 1 2 2 0 0 ，则

1 1

1 2

3 

4 

5 

22
11
22

22
22

2 2

1 2
0

1 2
0

12

12

2

2


x y

a b

a b
x

 x

y
 y

k 
y y

x x





 x y

 

 x 
：

 y 







椭圆

1 1 

1 2 

3 

4 

5 

22
1 1

22

22
2 2
2 2

21
0

21
0

2 1

12

2

2


x y

a b

a b
x

 x

y
 y

y y

x x





 x y

 

 x 
：

 y 




k 


双曲线

(1) (2),并将（3）（4）（5）代入得：
2

2AB OM

b

a
k k  

2

2AB OM

b

a
k k 
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定理二证明：

00 2 2 2 2 2
0 0 0 0 02

00 22 2 2 20
02

0
AB

y kx  m
y a

x m
y a

 m m
b y


y a y c

 y
k  

1

x b

x b b b b b
k y a


  



(椭圆)

0 0 2 2 2 2
0 0 0 02

0 02 2 2 20
02

0
AB

y kx  m
y a

x m 
b

m
y


y a


y c

y a
k x b b b b

k x b


  y   

1
 



（双曲线）

同理，直线在 x轴上的截距也可以用 n来表示，且
2

0
2

n
c x

a
 （椭圆和双曲线均一致）

定理三证明：设 P x , y , A x , y0 0  1 1 ，因为 AB是椭圆的直径，所以点 B的坐标为 B  x1,y1 ，所以

2
1

2
0

2
1

2
0

10

10

10

10

x  x

y  y
x  x
y  y

x  x
y  y

k  kPA PB  .又因为点 P x0 , y0 , A x1, y1 在椭圆上，所以有















1(2)

1(1)

2

2
1

2

2
1

2

2
0

2

2
0

b

y

a

x

b

y

a

x

.

两式相减得
2

2

2
1

2
0

2
1

2
0

a

b

xx

yy
 




，所以 kPA  kPB  2

2

a

b

.

【例 2】斜率为 k1 (k1  0)的直线 l与椭圆
2

2 1
2

x
y+ = 交于 P1、

P2两点，线段 P1P2的中点为 P，直线OP斜率

为 2 2k ，则 k1  k 的值等于__________.

【解析】
2

21 2

1

2
k k

a
 
b

  .

【例 3】椭圆 1
925

22

E :
x


y

 ，求此椭圆被点 )
3
,
3

2
M (

5
所平分弦所在的直线方程．

【解析】点差法过程部分直接省略，即 = - Þ
9 3 3 3 5

25 5 2 5 2AB OM AB×k k k
öæ
．

ø
÷÷= - Þ y - = - ççx -

è

【例 4】已知焦点为 F (0, 50)的椭圆被直线 l : y  3x  2截得的弦的中点的横坐标为
2

1
，求椭圆的方程．

【解析】设 A x y , ,B x , y 11 2 2 ,M 
 ,
1 1

22




，


（中间步骤省略）；此题由于是长轴在 y轴上椭圆，故

50
50a

222 221
2 2 20 2

2 2 21
0 2

3 3 75 1
25 75AB OM

ax aa


x y
k k a

b y b a
        a     


．

【例 5】椭圆 E：
22

1
16 12

x y
+ = ，直线 l： 2x  3y  n  0，存在 A、BE，且 A、B关于直线 l对称，求 n的取

值范围．

【解析】设 AB中点为M x0 , y0  2
，直线 l： x2 3 0

3 3
+ -y n = Þ y = - x +

n
，易知直线 l是线段 AB的垂直平分

线，则会有方程
0 0

00
0 0

0 00

0

2

43 3
33 33
42

+x
n

x = 2ny n
xÞ =y

x = -y nx
y

ì
ïy = -
ï ìï

+ Þ íí
= -ï îï

ï
î

，若要存在 A、BE，则直线 AB与椭圆一定要

有 两 个 交 点 ， 即
(x - x )

( )
00

2 2 2 2 2 2

22 2 2

33

2 2
4 0

1 1
16 12 16 12

y = x - 4n

+
x y

ì ì
y y- =ï ï

ï
Þ D = a b k a b m+ - >Þ

ï
íí
ïï

ï = ï
x y

+ =
î î

代 入 数 据 得 ：

3330161216
4

2   n2     n 






  41612
9
   n ．

【例 6】已知椭圆
22

22

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b 过点0) (1 ,

3
)

2
，且离心率 e＝

2

1
.

（1）求椭圆方程；

（2）若直线 l : y  kx m(k  0)与椭圆交于两点M 、 N，线段MN 的垂直平分线过点G
1
( ,0)
8

，求 k的取值

范围．



0 0 0

0
0

0

11 1
8 2

3 3

4 8

x
k

x
= -

ïk
y k

öæ
÷ç
÷ç

ç
ç ÷

÷
øè

ì ì
ïy = - - ïx =

ïïï
Þ íí

y = -
ï

î
ïï

ïî

若 直 线 l : y  kx  m(k  0) 与 椭 圆 有 两 个 交 点 ， 即

( )0 0

22
22

3

82
0

1
134

4 3

k x - x
k

+
x y

ì kæ ö
= - ççì

ï
y y- = ïy kx + ÷÷

ïïï è ø
íÞ Þ D >í
ï

x y
+ =ï

ï =îï ïî

【解析】（1）设椭圆
34

C
2

:
x2


y2

 ，并将点 (1,
3
)代入得 1，故椭圆方程为

2 2

1
4 3

x y
+ = ；

（ 2 ） 设 MN 中 点 为 点 P x0 , y0  ， 线 段 MN 的 垂 直 平 分 线 过 点 G
1
( ,0)
8

， 可 列 出 方 程
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22 22
22 2

2

3 4 3
´4 4´3 4 +ê k 3 > Þú 0 4 3 1 0

82 8 64

4k
ç
æk k

D = - ç + ÷ = 48 4 + -3ê k ( )k
k k k

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷
çç ÷÷
è ø

éé
ú

ö ù + öæ3 ù+
ç
ç+ - >÷÷

ê
ê

ú
ú

ë
ê ø

÷
û
úè è øë û

10
k 

5
或

10
k  

5
．

【例 7】双曲线的中心在原点，并与椭圆
22

1
25 13

x y
  共焦点，中心到抛物线 2  2 3y x准线的距离等于其实

半轴的平方与半焦距之比．

（1）求双曲线M 的方程；

（2）设直线 ：l y k x 3与双曲线M 交于 A、B两点，是否存实数 k，使两点 A、B关于直线 y  mx 12对

称？若存在，求 k的值；若不存在，说明理由．

【解析】（1）双曲线 1
93

22


x y

；（2）设 AB中点 P x0 , y0 ，

则

00
0

00 0

0

0

3
3 2

1
12 9

23

=y kx
x

x y
k
x

y

ì
ï
ï + ì = ±ï
ï
y = - + Þ

ï
ï

=í í
ïï
îk = ±ïï

ïk =ï
î

( )22

2 3
0

1
3 9

ì = ±y x

-
x y

+

Þ Þ 4 3D = 9´ 9´ 6 9- + >
=

ïï
í
ï
ïî

,故存在 k   2 ．

【例 8】（2011•江苏）如图，在平面直角坐标系 xOy中，M 、 N分别是椭圆
2 2

1
24

x y
  的顶点，过坐标原

点的直线交椭圆于 P， A两点，其中点 P在第一象限，过 P作 x轴的垂线，垂足为C，连接 AC，并延长

交椭圆于点 B，设直线 PA的斜率为 k

（1）若直线 PA平分线段MN ，求 k的值；

（2）当 k  2时，求点 P到直线 AB的距离 d；

（3）对任意 k  0，求证： P A PB．

【解析】（1）由题设知， a  2，b  2 ，故M ( 2,0)， N (0, 2)，所以线段MN 中点坐标为 ( 1 ,
2
)．

由于直线 PA平分线段MN ，故直线 PA过线段MN 的中点，又直线 PA过原点，所以
2

2
k  ．

2

（2）直线 PA的方程为  2y x，代入椭圆方程得
2 24

1
24

x x
  ，解得

3
x  

2
，

因此 P(
2

3
，

4
)

3
，

3
A(

2
， 

4
)

3
，于是

3
C(

2
， 0)，直线 AC的斜率为 1，故直

线 AB的方程为
2

3
x y   0．因此，

 
2 4 2
| | 2233 3

31 1
d  


．

（3）设 1P(x ， y1)， 0 0B( ,x y )，则 1x  0， x2  0， 1 2x  x ，

1A(x ， 1y )， 1(C x ， 0)．设直线 PB， AB的斜率分别为 PB AB,k k

因为C在直线 AB上，所以 ( )1
1 1

0

2ABk x )x
- - y k

==
(- -

，由于
2 2

0 1 0 1 0 1
2 2

0 1 0 1 0 1
BA BP

y y
×
y- + y y - y

×k k = =
x x x- + x x x-

.
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2 2

0 0

2 2
11

1(1)
4 2

1(2)
4 2

+
x y

=
x y

+

=

ì
ï
ï
í
ï
ï
î

.两式相减得
2 2

10
2 2

0 1

1

2

-y y

-x x
= - ，所 BA BPk k× =

2
-
1
.因此 1PA PBk k× = - ，所以 P A PB．

第三讲 圆锥曲线斜率和与积问题平移构造齐次式

已知点 P(x0 , y0 )是椭圆 0)1(
2

2

2

2


y

 a  b 
a b
x 上的一个定点， A,B是椭圆上的两个动点．

（1）若直线 kPA PBk+ = l，则直线 AB过定点；当  0时， kAB为定值
2

0

2
0

y a

x b
；

（2）若 PA ×k kPB = l ，则直线 AB过定点；当
2

2

a

b 时， kAB为定值

0

0

x

y
 ；

因为C在直线 AB上，所以 ( )1
1 1

0

2ABk
)xx

- - y k
==

(- -
，由于

2 2
10 0 1 0 1

22
0 1 0 1 0 1

BA BP

y y
×
y- + y y - y

×k k = =
x x x- + x x x-

.

2 2
0 0

22
11

1(1)
4 2

1(2)
4 2

+
x y

=
x y

+

=

ì
ï
ï
í
ï
ï
î

.两式相减得
2 2

0 1
2 2

10

1

2

-y y

-x x
= - ，所 BA BPk k× =

2
-
1
.因此 1PA PBk k× = - ，所以 P A PB．

【例 9】（2017•新课标Ⅰ）已知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
  a1( b ，四0) 点 1P (1,1)，P2 (0,1)，P3 ( 1,

3
)

2
， 4 (1,

3
)

2
P 中

2P A与直线 2P B的斜率的和为 1，证明： l过

恰有三点在椭圆C上．

（1）求C的方程；

（2）设直线 l不经过 P2点且与C相交于 A， B两点．若直线

定点．

【解析】（1）根据椭圆的对称性， P3 ( 1,
3
)

2
， P4 (1,

3
)

2
两点必在椭圆C上，又 P4的横坐标为 1，椭圆必

2 2
不过 P1(1,1)，P (0,1)， P3 ( 1,

3
)， P4 (1,

3
)

2
三点在椭圆C上．把 P2 (0,1)， 1,

3
)

2
P3 ( 代入椭圆C，得：

2

22

1
1

1 3
1

4

b

a b







 


，解得 a2  4，b2 1，椭圆C的方程为
2

2 1
4

x
y  ．

证明：（2）将椭圆C按照向量(0,-1)平移，则得到方程 + +y
x

( )
2 2

2 211 2 0
4 4

= Þ +
x

+y =y ，平移后 A® A¢，

®B B¢ ,设 A B¢ ¢方程为mx ny+ =1，即 ( )
2 2

22 2 2 0
4 4
+ +y y

x x
= + +y y mx + ny = （构造齐次式），同除以 x2得，

2

2

1
21 2 0

4) +n m
y y

x x( + + = ，因为点 A, B的坐标满足这个方程，所以 kOA , kOB是这个关于
x

y
的方程的两个根。

2
1 2 1

21OA PAOB¢ PB

m
k + k = - Þ -m 2 =n

n
+k k¢\ = = -

+
，故 A B¢ ¢ 过定点 (2,-2) ，平移回去可得 AB 过定点

(2,1)l过定点 (2,1)．

【例 10】（2019•郑州一模）设M 点为圆C x2 2y : 4上的动点，点M 在 x轴上的投影为 N．动点 P满足
 

，动点 P的轨迹为 E．P 2 3N MN

（1）求 E的方程；

（2）设 E的左顶点为 D，若直线 :l y kx  m与曲线 E 交于两点 A， (B A， B 不是左右顶点），且满足

D

A D


B| | 


D

A| 


D

B |，求证：直线 l恒过定点，并求出该定点的坐标．

【解析】（1）设 P( ,x y)， 0M (x ，y0 )，则 0 0


(N x ，0)， PN x ( ,x y)， 0M (0, N y )


， P 2 3N MN

 
，

0x  x， 0

2 3

3
y y，代入圆的方程得，

3

4
x y2 2  4，故动点 P的轨迹为 E的方程为：

2 2

1
4 3

x y
  ；

（2）证明：由（Ⅰ）知，D ( 2,0)， DA DB| |  DA|  DB |
   

， D A DB，将椭圆C按照向量(2,0)平移，
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则得到方程 ( - 2)
2 2 2 2

1 0
34 4 3

x xy
+ = Þ +

y
x- = ，平移后 A® A¢， ®B B¢ ,设 A B¢ ¢ 方程为 mx ny+ =1，即

2 2 2 2

0
34 4 3

x y
+ -

x y
= + -x x( +m )x =ny （构造齐次式），同除以 x2 得，

2

2

11
0

3 4

y

x x
- +
y

n m- = ，因为点 A, B的

坐标满足这个方程，所以 kOA , kOB是这个关于
x

y
的方程的两个根。

1
4 1
1 12
3

OA¢ OB DA DB

m
k k ¢ k= k

-
\ = = - mÞ

7
= ，

故 A B¢ ¢过定点
12
ç ÷ç ÷,0
7

æ ö

è ø
，故

7

ö
AB过定点çç

æ
-
2
,0÷÷ ．
øè

第四讲 双曲线抛物线如法炮制

双曲线斜率和与积的问题一般式推广（知道即可，方法和椭圆一样）

已知点 P(x0 , y0 )是双曲线
2 2

2 2

x

a b

y
 1( 0 ,a b 0 )上的一个定点， A,B是椭圆上的两个动点．

（3）若  PBkPA  k ，则直线 AB过定点 









y 

2

2
0

0
0

0
22y

,
a
x b

x


； 当  0时， kAB为定值
2

0

2
0

y a

x b
 ．

（4）若  kPA  kPB ，则直线 AB过定点 







 022

22

022

22

, y
 ba
 ba

x
 ba
 ba

；当
2

2

a
 
b 时， kAB为定值

0

0

x

y
 ．

抛物线斜率和与积的问题一般式推广（大致还是那样，文科卷考得多）

已知点 P(x0 , y0 )是抛物线 y2  2px上的一个定点， A,B是抛物线上的两个动点．








（1）若 kPA  kPB  ，则直线 AB过定点

x 


2y

,y 
2p

0
0

0 ； 当  0时， kAB为定值
y0


p
．

（2）若  kPA  kPB ，则直线 AB过定点 






x  ,y00

2p


．

【例 11】（2017•新课标）设 A， B为曲线
2

4
:C y 

x
上两点， A与 B的横坐标之和为 4．

（1）求直线 AB的斜率；

（2）设M 为曲线C上一点，C在M 处的切线与直线 AB平行，且 A M BM ，求直线 AB的方程．

【解析】（1）设 1A(x ，
2
1 )
4

x
， 2(B x ，

2
2 )
4

x
为曲线

2

:C y 
x

上两点，则

2 2
21

21
1 2

4 4  (
1

) 1
444 AB

x x

k x x
x x


 

1
4  ；

（2）再由
2

4
y 

x
的导数为

1

2
 y x，设

2

m( ,
m

)
4

M ，可得M 处切线的斜率为
1

2
m，由C在M 处的切线与直

2
线 AB平行，可得

1
m 1，解得m  2，即M (2,1)，将

2

4
y =

x
按照向量MO(


2,- -1)平移得：平移后 A® A¢，

(x + 2)
2

1
4

y®B B¢ ,设 A B¢ ¢方程为mx my- =1， + = ，即 x (x+ - y)4 0= Þ x2 2 + (x4 y- )(mx -my) = 0

同除以 x2 得，
2

2
4 8m m-
y y

xx
+ 4m +1= 由0 A M BM 可得， 1AM BMk k   ，即为

14
1

4 8

m

m


   m  

1
，

\ A B¢ ¢方程为 x y- +8 0= ，平移回去得：( )- - (x y2 1- )+ =8 0则直线 AB的方程为 y x  7．

3
MAB 

1
，

达标训练

1．（2018•龙岩期末）如图，AB是椭圆C长轴长的两个顶点，M 是C上一点，tan AMB  1 ，tan

则椭圆的离心率为（ ）

A．
3

3
B．

6

3

C．
30

D．
42

66

2．（2018•南阳期末）已知椭圆
2 2

22

x
C :
a b

y
  a1( b 点0 A) ，B为长轴的两个端点，若在椭圆上存在点 P，
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使
3AP BP ）k k  (
1

 ， 0)，则离心率 e的取值范围为（

A． (
2
，1) B． (0,

6
)

3
C． (

6

3
，1) D． (0,

3
)

22

3．（2015•全国）直线 l与椭圆
2 2

1
36 18

）
x y

  相交于 A，B两点，线段 AB的中点为 (2,1)，则 l的斜率为（

A． 2 B．  2 C．1

4．（2013•大纲版）椭圆
2 2

1:
4 3

C
x y

  的左、右顶点分别为 1A、 2

D． 1

A ，点 P在C上且直线 2PA 斜率的取值范

围是 [ 2， 1]，那么直线 1PA斜率的取值范围是（ ）

A．
1 3
[ , ] B． [ ,

3 3
]

8 4
C．

1
[ ,1]
2

D．
3
[ ,1]
42 4

5．（2013•新课标Ⅰ）已知椭圆
2 2

22

x
E :
a b

y
  a1( b 0)的右焦点为 F (3,0)，过点 F 的直线交椭圆 E于 A、B

）两点．若 AB的中点坐标为 (1,1)，则 E的方程为（

A．
2 2

1
45 36

x y
  B．

22

1
36 27

x y
  C．

22

1
27 18

x y
  D．

22

1
18 9

x y
 

6.已知双曲线方程为3x2  y2  3，求以定点 A(2 ,1)为中点的弦所在的直线方程．

7.双曲线方程为 3x2  y2  3 .问：以定点 B(1,1)为中点的弦存在吗？若存在，求出其所在直线的方程；若不

存在，请说明理由．

8．（2019•乌鲁木齐一模）椭圆C的中心在坐标原点，焦点在坐标轴上，过C的长轴，短轴端点的一条直线

方程是 x y 2 2  0．

（1）求椭圆C的方程；

（2）过点 P(0, 2)作直线交椭圆C于 A， B两点，若点 B关于 y轴的对称点为 B，证明直线 AB过定点．

9．（2019•四川模拟）已知，椭圆C过点 A( ,
3 5

)，两个焦点为 (0,2)， (0,2)， E，F 是椭圆C上的两个动
2 2

点，如果直线 AE的斜率与 AF 的斜率互为相反数，直线 EF的斜率为 k1 ，直线 l与椭圆C相切于点 A，斜

率为 2k ．

（1）求椭圆C的方程；

（2）求 21k k 的值．

10.（2015•陕西）如图，椭圆
2 2

2 2

x
E :
a b

y
  a1( b 0 经过点) A(0,1)，且离心率为

2

2
．

（1）求椭圆 E的方程；

（2）经过点 (1,1)，且斜率为 k的直线与椭圆 E交于不同的两点 P，Q（均异于点 A)，证明：直线 AP与 AQ

斜率之和为 2．

的交点，点M 在直线 l上，且满足 DM| | m D| A m| (  m0, 1)．当 点 A在圆上运动时，记点M 的轨迹为曲

线C．

（1）求曲线C的方程，判断曲线C为何种圆锥曲线，并求焦点坐标；

（2）过原点且斜率为 k的直线交曲线C于 P、Q两点，其中 P在第一象限，它在 y轴上的射影为点 N，直

线QN交曲线C于另一点H ，是否存在m，使得对任意的 k  0，都有 P Q PH ？若存在，求m的值；若

不存在，请说明理由．

11.（2012•湖北）设 A是单位圆 x y2 2 1上的任意一点， l是过点 A与 x轴垂直的直线，D是直线 l与 x轴

12.（2015•浙江）已知椭圆
2

2 1
2

x
y  上两个不同的点 A， B关于直线

2
y m x

1
对称．

（1）求实数m的取值范围；

（2）求△AOB面积的最大值 (O为坐标原点）．
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专题 7 定比点差法破解极点极线
第一讲 定比点差法原理

定比分点：若 A  M MB
 

，则称点 M为 AB的定比分点，若 )2211A(x , y ),B(x , y ，则 




   11
:
 x1  x2 ,

y1  y2M

若 A  M MB
 

且 A  N NB
 

，则称M，N调和分割 A，B，根据定义，那么 A，B也调和分割 M，N.

定理：在椭圆或双曲线中，设 A，B为椭圆或双曲线上的两点．若存在 P，Q 两点，满足 A = lP PB
 

，AQ  QB，

一定有
22

P Qx x y y

ba
±

P Q 1=

证明：若 A(x1, y1),B(x2 , y2 )， A = lP PB
 

，则 




   11
:
 x1  x2 ,

y1  y2P

AQ  QB 则 




   11
:
 x1  x2 ,

y1  y2Q
，

有












 

2
2

2
2

2

2

2
2

2

2

2
1

2

2
1 1



b

y

a

x

b

y

a

x

②

①

①—② 得 ：

2
2

2121
2

2121 1
))


((

 


b

)(y  yyy

a

x  x )(x  x

即 11
1111

1
22

2121
2

2121
2

 





1






b

y y

a

x x

y  yyy

b

x x

x  x

a

P QP Q



定比点差的原理谜题解开，就是两个互相调和的定比分点坐标满足有心曲线（椭圆和双曲线有对称中心，

1
22

故称为有心曲线）的特征方程:
P Q 

ba

x x yP yQ
．

第二讲 适用范围分析

考点一 求弦长被坐标轴分界的两段的比值范围，这个最好懂

【例 1】已知椭圆 1
49

22x

y

 ，过定点 P(0,3)的直线与椭圆交于两点 A，B（可重合），求
PB


PA 的取值范围.

【解析】设 A x1 , y1 , Bx2 , y2 ， AP  PB 则

 x1  x2  0.y1  y2  3 1  即












②
4

①1
49

2
2
2

22
2

2

2
1

2
1

 x

 y

x

y

①—② 得 ：
 y  221212121 1

49
 

 


yyy

9

x  x x  x
即 2 

4
1  

3
y1  y

6

5

6

13
1

3

2
1

2

3
1      


 y        2,2  




 
5

5,
1 .5 

1
,5




PA



PB

注意：根据两个调和定比分点的联立，将坐标求出与比值的关系式。两个分点式子齐上场才能解决问题，

这是定比点差法的核心。

 .
PB

PA
0 ,3 .

1
,

1
: 2121  











 
yx  x y

P

【例 2】已知椭圆
2 2

2 2

y
C :
a b

x
+ = >b1( >a 0)的上下两个焦点分别为 F1、F2，过点 F1与 y轴垂直的直线交椭圆

C于 M，N两点，△MNF2的面积为 3 ，椭圆 C的离心率为
2

3
.

（1）求椭圆 C的标准方程；

（2）已知 O为坐标原点，直线 L : y  kx  m与 y轴交于点 P，与椭圆 C交于 A，B两个不同的点，若存在

实数，使得OA OB  4OP
   

，求 m的取值范围．

【解析】（Ⅰ）
2

2 1
4

x
y

  ．（Ⅱ）当m  0时，  1，显然成立；当m  0时，

1
4

44
OA OB  OPOP  OA  OB
        

，  A, ,P B 三 点 共 线 ，   3 ；

A  3P PB
 

,设 x y , ,B x , y 1 1 2 2A ， 1 2 1 2 y 3
.

1 3 1 3
P : ,

3x yx 
 

 
1 2 y y3 4 m，
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2

2 1
1

2
2 2
2

1
4

9
9 9

4

x
y

y


 


 x  

①

②

①—②得： 21 1 2
1 2 1 2

y y  y y33
x x  x x33 8

4

    ， 即 2

8
1 3y y

m
  ，

如图，由于 B更加靠近椭圆边界，故取其作为参照点，  2,22

2

3 3
m y

m


4
  3,3

m
m 

2
 解得

m （ ，2 1）（1,2）综上， m的取值范围为（ ， 2 1）（1,2 ）  0 .

考点二 求证定比分点和调和分点的坐标乘积满足椭圆和双曲线的特征方程，这个在 2008 年安徽高考题出

现了，并且这些年在不断重复．也是定比点差法的本质探究．

【例 3】（2008安徽）设椭圆
22

2 2

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b 0 ，过点) M ( 2,1) ,左焦点为 F1 ( 2,0) .

PBAQQBAP  .证明：点 Q

（1）求椭圆 C的方程.

（2）当过点 P(4,1)的有直线 l与椭圆 C相交于 A，B.在线段上取点 Q满足

在某定直线上.

【解析】（1） 1
24

22x

y

 .

AP（2）  
AQ

PB QB

 
，故令 AP  PB AQ  QB；故















1

4
1

21

21


yy

x  x

，














Q

Q

y
yy

x
x  x

1
21

21

由于 A, B在椭圆 1
24

22x

y

 上，故












②
24

1①
24

2
2
2

22
2

2

2
1

2
1


 x


 y

x

y

1   1

①—②得：
 

1 1 
 y 

1 1  11212121 2 



2  4  

yyyx  x x  x
即 1

24
 Q 

4xQ y
即 2x  y  2  0 .

考点三 坐标轴为角平分线的题型，如 2018年高考全国一卷

三角形的内角平分线定理：在ABC中，若 AD是A的平分线，则有
DC

BD

AC

AB


证明：作DE  AB交 AB于 E，DF  AC交 AC于 F，设 BC边上的高为 h，

易知DE  DF ，
DC

BD

AC

AB

DC  h
BD  h

AC  DF
AB  DE

S ACD

S ABD 
△

△

定理：已知 AB交椭圆 0)1(
2

2

2

2


y

 a  b 
ba

x
长轴（短轴）于点 P，B, B 是椭圆上关于长轴（短轴）对称的

两点，直线 AB交长轴（短轴）于Q，则 





或 11

b 22a

xP xQ  
 yP yQ

．

【例 4】（2018•全国卷Ⅰ）设椭圆 1
2

2
2

C :
x

 y  的右焦点为 F，过 F的直线 l与 C交于 A,B两点，点 M的坐

标为 (2,0) .

（1）当 l与 x轴垂直时，求直线 AM的方程；

（2）设 O为坐标原点，证明：OMA  OMB .

2 2

【解析】（1）由已知得 F (1,0)，l的方程为 x=1.由已知可得

点 A的坐标为 (1,
2
)或 (1,

2
) .

所以 AM的方程为 2
2

2
 y x  或 2

2
y x  2 .



（2）当 l与 x轴重合时， OMA OMB 0 . 当 l与 x轴垂直时，OM为 AB的垂直平分线，所以 OMA  OM B .

1 2 21当 l与 x轴不重合也不垂直时，设 ( ,A y )x B, (x , y )，点 B关于 x轴对称的点 2 2
 x( ,B y )

,
根据几何性质可得：

令ON为ANB的角平分线， AB与 x轴交点为 F2 ，下面通过证明 N与M 重合来证明OMA  OMB，根

据角平分线定理有：
2

AF2 A
 

N AN

F B NB NB
,

令 A  N N B
 

,2 0
1

x


x 
,则 N : 1

  
则, 1 2

22 1
1

F B
x x

AF 


  


 
，如图
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2
21
1

2 2
2 2 22

2

1
2

2

x

x


y 


 

①

y  ②

①
 —②得：  1 1 2 2

21 1 22

x x  x1 x
 y y  y   y  1 .

即 1 2 1 2 1 21
1 0

2 1 1 1

x x x


x
   


y   y




2 1 2, 0
2
F Nx x

  N

即 N 与M 重合，所以 OMA  O MB .综上， OMA  O MB .

考点四 相交弦问题的定点定值，在 2018年高考北京卷，特点是两弦的交点通常在坐标轴上，若 AB过定

点（一般在两调和分点的中点），则 CD的斜率与 AB比值为定值.
定比点差转换定理：

在椭圆或双曲线中，设 A,B为椭圆或双曲线上的两点．若存在 P ,Q两点，满足 A  P PB
  

， AQ  QB，

若 A(x1 , y1 ),B(x2 , y2 )一定有


















22

22

2

1

Q

Q

xP xQ 
xP  x

x

xP  xQ 
xP  x

x
（重点中的重点！！！）

【例 5】（2018•北京文）已知椭圆
2 2

2 2

x
M :

a b

y
+ = >a1( >b 0)的离心率为

3

6
，焦距为 2 2 ．斜率为 k的直线 l

与椭圆M有两个不同的交点 A、 B．

（1）求椭圆M的方程；

（2）若 k 1，求 AB 的最大值；

（3）设 P(2,0)，直线 PA与椭圆 M的另一个交点为 C，直线 PB与椭圆 M的另一个交点为 D．若 C，D和

点 )
4
,
1

4
Q(

7
共线，求 k．

【解析】(1)由题意得 c 2 2 2，所以 c  2，又
6

3
e
a

c
  ，所以 a  3，所以b a2 2  c2 1 ，

所以椭圆M 的标准方程为
2

2 1
3

x
y  ．

2
2 1

3

y x m
(2)设直线 AB的方程为 y x m，由 x





y 

消去 y可得 4 6x m x 32 2m  3  ，0

则 36  4 4( 3m m2 2 3) 48 12 m 02 ，即m2  4，设 11A( ,x y )， 22 2B x( , y )，则 x1
3

2
x  

m
，

2

21

33

4
x x 

m 
，

则
2

2 2 2
1 2 1 2 1 2

 46
AB| | 1 ( )  4

2

m
k x|  x x  x x x | 1 k   ，

易得当m2  0时， maxAB| |  6，故 AB| |的最大值为 6 ．

（3）设 1 1A( ,x y )， 2 2B x( , y )， 33C x( , y )， 44D( ,x y )，

设 A  P PC
 

， 3y
,  2 ,0 ,
11

P :
x3 1  y

 
x1  

   
BP  PD
 

，  x 2 4
:  2 ,0

1 1
P

x4 y2,
  y 

 
    


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有

2
21
1

22
2 2 23

3

1
3

3

x

x


y 


 

①

y  ②

①—② 得 ：
 x x  x x y

  
 y  y  y 31 1 3 1 3 1 3

22
1.

13 1 



即

 2  
 3 1

31 1.
 x x



31
1

1 3
3

3 1 7

21 44
1 7

2
4 41

x

 x x




 x 
  x  


 

 
  
 x    

 

③，同理

42
2

2 4
4

3 71
21 44

7
2

4 4

x

x






 x    x    
  


x   x

1
 

 1 

④，

故  21

1

4
x x     ⑤ 同 时

1
3

2
4

y

y





y 



y 



， 由 于 CD 过 定 点 ,
7 1

4 4
Q






 

, 故

 
21

3 4

1 2

43

1111
14444

7 7 1 1 4
44 4 4

yy
y y

x x



 


    y y  

   
  ⑥结合⑤⑥可得 2

1 2

1y y
1

x x
，即 k 1．

0)1(【例 6】已知椭圆 :
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x
的离心率为

3

2
，半焦距为 c(c  0)，且 a  c 1．经过椭圆的左焦

点 F ，斜率为 k1 (k1  0)的直线与椭圆交于 A、 B两点，O为坐标原点．

（1）求椭圆的标准方程；

（2）当 k1 1时，求 S△AOB的值；

（3）设 R(1,0)，延长 AR， BR分别与椭圆交于 C、D两点，直线CD的斜率为 k2，求证：
2

1

k

k
为定值．

【解析】（1）由题意，得

2

3
1

c

a
a c


 

 

解得
3

2

a

c

 

 

 b a2 2  c2  5，故椭圆的方程为
2 2

1
9 5

x y
  ．

（2）由（Ⅰ），知 F ( 2,0)，直线 AB的方程为 y x  2，由 2

2

1
9 5

 xy


2x y







，14 2 36x x  9 0 ．设 11A x( , y )，

22B x( , y )，则
1 2

18
x x  

7
，x x1 2 14

 
9 ， 2

21 1 2 1 2

30
2 |

7
AB| |  x x | 2  x( x )  x4 x  ．设O点到直线 AB的

距离为 d，则 d
| 0


2 |

2

0 
 2．

1 15 21
|

2AOB 2 7 7
S A |B d  

30
  2  ．

（3）设 AB直线方程：y k(= +x 2)， 11A( ,x y )， 2 2B x( , y )， 33C x( , y )， 4 4D( ,x y )，A  R RC
 

，
 
BR  RD，

1 3

1 3

31

9
1

1
1

0

 x x

 x x

 y y





 
 
 
 
 



（调和分点），同理

2 4

2 4

2 4

9
1

1

0

x

xx

yy






 x 


 
 


 1

 



（调和分点），
1

3

 5 4

4

x

x









5 

，
2

4

4 5
4

5

x 






x  


21 1 2

3 4

3 4

2kx  k k

x  k2 (5 4)  2 1

)
7

 
4 4

 
4 4

4 ( 
1

)
1 4(5 )  (5

4 4
 )

y y k k

k k

k
y y

k
x x

      

       

  (5 4 ) 2
  7(

1
 

     ．

综合可知，若出现相交弦共点在坐标轴上的时候，常规联立非常繁琐，那么将坐标变换成比值，达到事半

功倍的效果，其结果就是几步秒杀.
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1．已知椭圆
22

2 2

x
C :

y
+ = >a1( >b 0 经过点)

a b 2

达标训练

M ( 3,
1
)，且离心率为

2

3
．

（1）求椭圆C的方程；

（2）设点M 在 x轴上的射影为点 N，过点 N的直线 l与椭圆 R相交于 A、B两点，且 NB NA+ =3 0
 

求直线

l的方程．

2.（2015•四川卷改编）已知椭圆
22

2 2

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b 0)的离心率为

2

1
，左、右焦点分别为圆 F1、F2，M 是

1 2 1 2C上一点， MF1  2，且 F MF 2MF= ×MF

M
   

．

（1）求椭圆C的方程；

（2）当过点 P(4,1) 的动直线 l 与椭圆 C 相交于不同两点 A 、 B 时，线段 AB 上取点 Q，且 Q满足

A
 
P Q

B =


A

Q

P

B ，证明点Q总在某定直线上，并求出该定直线的方程．

4
2x 2

 y  m(m 1)上两点 A、 B满足 AP  2PB，则当m  时，3．（2018•浙江）已知点 P(0,1)，椭圆

点 B横坐标的绝对值最大．

4.已知椭圆的中心在原点，焦点在 x轴上，F1、F2分别为左、右焦点，椭圆的一个顶点与两焦点构成等边三

角形，且 F1F2  2．

（1）求椭圆方程；

（2）对于轴上的某一点T，过T作不与坐标轴平行的直线交椭圆于 P、Q两点，若存在 x轴上的点 S，使

得对符合条件的 l恒有PST  QST 成立，我们称 S为 T的一个配对点，当 T为左焦点时，求 T 的配对点

的坐标；

（3）在（2）条件下讨论当 T在何处时，存在有配对点？

5.如图，已知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b 0 的左、) 右焦点分别为 F1、F2，离心率为

2

3
，点 A是椭圆上任一

点，△AF1F2的周长为 4  2 3．

（1）求椭圆 C的方程；

（2）过点Q(4,0)任作一动直线 l交椭圆 C于 M，N两点，记，MQ  QN若在线段MN上取一点 R，使得

M = -lR RN
 

，则当直线 l转动时，点 R在某一定直线上运动，求该定直线的方程．

6.平面直角坐标系 xOy中，已知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b 的左0) 焦点为 F，离心率为

2

2
，过点 F且垂直

于长轴的弦长为 2．

（1）求椭圆 C的标准方程；

（2）设点 A，B分别是椭圆的左、右顶点，若过点 P(2,0)的直线与椭圆相交于不同两点 M，N．（i）求证：

∠AFM=∠BFN；（ii）求△MNF面积的最大值．

17.若椭圆 E :
2
1

2

2
1

2

1  
b

y

a

x
1与椭圆 E :

2
2

2

2
2

2

2  
b

y

a

x
满足 0)

2

1

2

1 
b

 m(m 
ba

a
，则称这两个椭圆相似，m叫相似

比．若椭圆M1与椭圆M 2 : x
2  2y 2 1相似且过（， ）

2

2
1 点．

（1）求椭圆M1的标准方程；

（2）过点 P(2,0)作斜率不为零的直线 l与椭圆 M1交于不同两点 A、B，F为椭圆 M1的右焦点，直线 AF、

BF分别交椭圆M1于点 G、H，设 A = lF FG
 

， BF  FH (,R)，求   的取值范围．
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9.已知双曲线 1
4

2
2

C :
x

 y  的左右两个顶点是 A1，A2，曲线C上的动点 P、Q关于 x轴对称，直线 A1P与

A2Q交于点M .

（1）求动点M 的轨迹D的方程；

（2）点 E(0,2)，轨迹D上的点 A、 B满足 EA = lEB
 

，求实数的取值范围．

10.如图，已知椭圆
22

22

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b 0)的上顶点为 A，左右顶点为 B、C，右焦点为 F ， AF  3，且

△ABC的周长为 14．

（1）求椭圆的离心率；

（2）过点M (4,0)的直线 l与椭圆相交于不同两点 P、Q，点 N在线段 PQ上，设
QN

MQ

PN

MP
 ，试判断

点N 是否在一条定直线上，并求实数 的取值范围．

8.已知 F1、F2 分别是椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b 0 的左、) 右焦点，A为椭圆的上顶点，O为坐标原点，N (2,0)，

 
并且满足 F1F2  2NF1 ， AN AF× = 3

（1）求此椭圆的方程；

（2）若过点 N的直线 l与椭圆交于不同的两点 E、F (E在N，F之间)，NE = lNF
 

，试求实数的取值范围．

11.已知椭圆
2 2

2 2

x
M :

a b

y
+ = >a1( >b 0)的离心率为

3

6
，焦距为 2 2 ．斜率为 k的直线 l与椭圆M 有两个不同

的交点 A、 B．

（1）求椭圆M 的方程；

（2）若 k 1，求 AB 的最大值；

（3）设 P  2,0 ，直线 PA与椭圆M 的另一个交点为C，直线 PB与椭圆M 的另一个交点为D．若C，D和

点 )
2
,
1

4
Q(

7
共线，求 k .

12.（2016•山东）已知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b 0)的长轴长为 4，焦距为 2 2 ．

（1）求椭圆C的方程；

（2）过动点M (0,m)(m  0)的直线交 x轴与点 N，交C于点 A，P（ P在第一象限），且M 是线段 PN 的中

点．过点 P作 x轴的垂线交C于另一点Q，延长QM 交C于点 B．

1

2

k

k
为定值；（ⅰ）设直线 PM ，QM 的斜率分别为 k1， k2 ，证明

（ⅱ）求直线 AB的斜率的最小值．



第 四 章 圆 锥 曲 线

专题 8 仿射大法大破天机
第一讲 仿射大法：将坐标进行伸缩变换，实现化橢为圆

仿射大法定理一：若经过椭圆的对称中心的直线构成的直径三角形，则两条弦的斜率乘积
2

2

a

b
k AC  kBC  

仿射大法定理二：
b

a

S

S
 （拉伸短轴）；

a

b

S

S


' ''

（压缩长轴）

' (x ,
a
y )拉长短轴后点的坐标变化： A(x , y )

b0 0  A 0 0 ,横坐标不变，纵坐标拉伸
b

a
倍．

斜率的变化：如图纵坐标拉 伸了
b

a
倍，故 k

b
k '

a
，由于 kA'C '  kB 'C '  1．

S△A'B 'C '2

2

B 'C 'A'C ' ABCBC a

b
S

a

b
k
a

b
k
a

b
k AC  k △  ，  (水平宽不变，铅锤高缩小)

'(
b
x0 , y0 )压缩长轴后点的坐标变化： A(x0 , y0 ) a

 A ,纵坐标不变，横坐标缩小
a

b
倍．

斜率的变化：如图横坐标缩小了
a

b
倍，故 k

b
k '

a
，由于 kA'C '  kB 'C '  1．

S△A'B 'C '2

2

k
a
k kB 'C ' ABC b

a
S

a

b

a

b
△  ， k AC  BC 

b
A'C '  （水平宽扩大，铅垂高不变）

【例 1】（2013•新课标）椭圆 1
34

22

C :
x


y

 的左、右顶点分别为 A1、 A2，点 P在C上且直线 PA2斜率的

取值范围是[2,1]，那么直线 PA1斜率的取值范围是（ ）

42
B．A． [

1
,
3
] [

3
,
3
]

48
C．[

1
,1]

2
D．[

3
,1]

4

【解析】由椭圆
22

1
4 3

C :
x y

  可知
21

2

2

3

4PA PA

b
k k

a
    ，

2
12 kPA   ，

1

3
12

4kPA
   ，解得

1

33

8 PAk 
4
．故选 B．

【例 2】（2016•北京）已知椭圆
22

22
C
x

:
a b

y
+ = 过点1 A 2,0 ， B 0 ,1 两点．

（1）求椭圆C的方程及离心率；

（2）设 P为第三象限内一点且在椭圆C上，直线 PA与 y轴交于点M ，直线 PB与 x轴交于点 N，求证：

四边形 ABNM 的面积为定值．

【解析】（1）椭圆
2 2

2 2
C
x

:
a b

y
  过点1 A(2,0)， B(0,1)两点， a  2，b 1，

则 c a 2 2b  4 1  3，椭圆C的方程为
2

2 1
4

x
y  ，离心率为

3

2
e  ；
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（2）如图，作 22 41
2

2

=x x¢ =x x
¢ = y =y y

ì ¢
ïìï

Þ x y¢ ¢+ =Þ íí
ï ¢îyï
î

,则 =45Ð °，P P¢ ¢Ð BO +ÐP¢A 4O = 5 ，°

令 ¢P AOÐ =q ， (
1

2 2 t+ an(45 )° )- ( )
1 1

ABNM 2 4 4
S AN ¢× B M= AB NMS ¢ ¢ = ¢ = 2 2 t+ aq qn 2．=

例 2图 3图例

【例 3】（2014•新课标Ⅰ）已知点 A 0,2 ，椭圆
2 2

22

x
E :
a b

y
+ = >a1( >b 0)离心率为

2

3
， F 是椭圆的右焦点，

直线 AF 的斜率为
3

2 3
，O为坐标原点．

（1）求 E的方程；

（2）设过点 A的直线 l与 E相交于 P、Q两点，当△OPQ的面积最大时，求 l的方程．

【解析】（1） 由题意 
2 2 3

c 3
，得 c  3又

3

2

c

a
 ，所以 a  2，b a2 2  c2 1 ，故 E的方程

2
2 1

x
y  ．

（2）如图，作 2 2

1
2

12
=x xx x

=y y¢ =y y

ì
¢ï ¢ = ìï

íÞ ¢x y+
¢
Þ ¢ =í

ï îï
î

2sinq

4

,取 P Q¢ ¢ 中点 M ¢，令 ¢P AOÐ =q ，则 OM ¢ = ，

= -1 2q4sinP M¢ ¢ = - OM1
2¢ ，

( )
2 2

2 2sin
2 4 qsin 1- 4sin 2 1

2OPQ OP¢QSS
1+ - 4sinq q

¢ == q £ × 2sin ,4sin2q= 当仅当( q)
2

1= -

即
4

sin 
2
时等号成立此时

1 1 cos 7
PQ P2 2 sin 2
k

q

qQ¢ ¢
¢k= = = ± ，则 l：

7

2
y x  2或

7

2
 y x  2．

第二讲 椭圆的角平分线定理

仿射大法定理三：若点 A、B是椭圆
2 2

22

x

a b

y
+ =1(a b> 0> )上的点，AB与椭圆长轴交点为 N，在长轴上一定

存在一个点M，当仅当则 xM  xN  a 2 时，AMN  BMN ，即长轴为角平分线；

若点 A、B是椭圆
2 2

2 2

x

a b

y
+ =1(a b> 0> )上的点，AB与椭圆短轴交点为 N，在短轴上一定存在一个点 M，当

仅当则 yM  yN  b2时，AMN  BMN ，即短轴为角平分线；

【例 4】（2018•全国卷 1）设椭圆 1
2

2
2

C :
x

 y  的右焦点为 F，过 F的直线 l与 C交于 A，B两点，点M的

坐标为 2，0  .
（1）当 l与 x轴垂直时，求直线 AM的方程；

（2）设 O为坐标原点，证明：OMA  OMB .

【解析】（1）由已知得 F 1,0 ，l的方程为 x 1.由已知可得，点 A的坐标为 (1,
2
)

2
或 (1,

2
)

2
.

【解析】（1）由已知得 F 1,0 ，l的方程为 x 1.由已知可得，点 A的坐标为 (1,
2
)

2
或 (1,

2
)

2
.

所以 AM的方程为
2

2
 y x  2或

2

2
y x  2 .
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（2）如图，作
22 22

2
2

=x x¢ =x x

y yy

ì ¢
ïïìï

Þ x y¢ ¢+ =Þ íí
¢=ïî ¢ =yï

ïî

连结OA¢ OB, ' k ' 2k ,k ' 2¢A M AM BM= = kB M¢

由于
2 2

OA OB¢ ¢= = OM OF× 2 ,= 根据相似三角形性质，△OA F∽△OMA¢ ¢ ,△OB F∽△OMB¢ ¢故Ð =Ð1 3，

Ð =2 4Ð ， , 所 以 Ð =Ð1 2 =Ð3 =Ð4 ， 即 A MOÐ = B¢ ¢Ð MO ， 0MA MBk k¢ ¢+ = 22 0MA MB\ +k k =

\ÐAMO = ÐBMO．

第三讲 仿射后圆心角为直角问题

仿射大法定理四：若以椭圆 1
2

2

2

2

 
b

y

a

x
的对称中心引出两条直线交椭圆于 A、B 两点，且

2

b2

a
kOA  kOB   ,

则经过仿射变换后 kOA'  kOB '  1，所以 S△AOB为定值。

仿射大法定理五：若椭圆方程 1
2

2

2

2

 
b

y

a

x
上三点 A，B，M，满足①

2

2

a

b
kOA  kOB   ②

2

ab
S AOB △ ③

















2

0,cossin
OBOAOM ，三者等价

【例 5】（2011•山东）已知直线 l与椭圆 1
23

22

C :
x


y

 交于 P(x1 , y1 )，Q(x2 ,y2 )两不同点，且△OPQ的面

2
积 S△OPQ 

6
，其中 O为坐标原点．

2
2x1

2  x 和 2
2（1）证明 y1

2  y 均为定值；

（2）设线段 PQ的中点为M，求 OM  PQ 的最大值；

（3）椭圆 C上是否存在点 D，E，G，使得
2


6

S△ODE  S△ODG  S△OEG ？若存在，判断△DEG的形状；

若不存在，请说明理由．

【解析】（Ⅰ）作 2 2 323

32

¢ =x x

yï =yyy

ì =x x¢ì
ïï ïï

íÞ Þ x y¢ ¢+ =í
¢¢ =ï

îï îï

13

22

2 6

23
OPQ OP OQS OP Q  OP Q   S S   sin P OQ \ÐP OQ¢ ¢ = 90°，根据

三角形全等的判定定理 P AO△ ≌△OBQ¢ ¢ , 1 2 2 1x\ = y x¢ ¢= y, ,

2 2 2 2
1 1 2 2 x y+ = x +¢ ¢y 3= 22 2 2

21 1 2\ +x x = y +¢ ¢y = 3， (2 2 2 )21 2 1 2

2
2

3
\ +y y = y y+¢ ¢ =

（ Ⅱ ） 根 据 极 化 恒 等 式

2 2 22

22 2
ça b a b
 

æ ö æ+ -
 

ö
 
a b+÷

÷ ç+
ç ÷

÷ =ç
è ø è ø

， 故

22

22 5

2 2

OP + OQ
OM P+ M = = ³ 2 OM PM = OM PQ 当仅当 OM = PM 时等号成

立；

6

2ODE ODG OEG（Ⅲ）若 S S△ △  S △ ，则
3

GOE 2
SS SOD E  ODG  △ △ △

\ÐD OE¢ ¢ = ÐD O¢ G¢ = ÐG O¢ E¢ = 90° ,矛盾，显然不存在三点．



【例 6】（2016•浙江二模）已知椭圆
2 2

2 2

x
C :

y
+ = >a1( >b 0 经过点)

a b








5
,
4

5

6
，其离心率为

2

3
，设 A、B、M

















2

0,sin是椭圆 C上的三点，且满足 OM  cos
OBOA ，其中 O为坐标原点．

（1）求椭圆的标准方程；

（2）证明：△OAB的面积是一个常数．

【解析】（1）
2

2 1
4

x
y  （2）将 2 41

2

x x
x

  2y y y y

 
 x    C x: 2 y      

  
， OM cos OA  sin OB 

，

2
2 2

cos2OM OA OB sin
 

OA OB
 

4 OA OB    2cos    sin 2    04   sin 2  
  

O A
 
OB
 

，

1
  2 2 sin90  2  2 1OB 
2△A AOB AOBSS S △ △ ．

第四讲 中点弦与中垂线问题（无需点差法也可证明）
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仿射大法定理六：中点弦问题，
2

2

a

b
kOP  k AB   ，中垂线问题

2

2

a

b

k

k

MP

OP  ，且
2
0

2

a
xM 

c x
2
0

2

-
b

c y
yN  ，

拓展 1：椭圆内接△ABC中，若原点O为重心，则仿射后一定得到△OB'C '为120的等腰三角形；△A'B'C '

为等边三角形；

拓展 2：椭圆内接的平行四边形OAPB(A、P、B)在椭圆上，则仿射后一定得到菱形OA'P'B'

【例 7】（2015•新课标Ⅱ）已知椭圆C : 9x2  y2  m2 (m  0)，直线 l不过原点 O且不平行于坐标轴，l与 C

有两个交点 A，B，线段 AB的中点为 M．

（1）证明：直线 OM的斜率与 l的斜率的乘积为定值；

（2）若 l过点
m
,m)

3
（ ，延长线段 OM与 C交于点 P，四边形OAPB能否为平行四边形？若能，求此时 l的

斜率；若不能，说明理由．

【解析】（1）作 2 2 23

x¢ = 3x x
m

¢ = y
y

¢ì
ïx =ìï

Þ x¢ ¢y+ =í Þ í
ïîyï ¢îy =

， ¢ ¢k3 , 3AB A B OM OMk k= = k ¢，由于 1A B¢ ¢ OPk k ¢ = - ,故 9OM ABk k  

（2）四边形OAPB能为平行四边形．且直线 l过点 (
m

3
，m)，故四边形OA P B  能为菱形．且直线 l过点 ( ,m m)，

2

1

2 1

¢)k m
设 A B¢ ¢方程为 y m- = ¢k (x -m)，圆心到直线 A B¢ ¢距离为

m
=
( -

+ k¢
，故 ，则 k  4 7

【例 8】（2015•浙江）已知椭圆 1
2

2x2
 y  上两个不同的点 A、 B关于直线

3

y  mx 
1
对称．

（1）求实数 m的取值范围；

（2）求△AOB面积的最大值（O为坐标原点）．

【解析】取 AB中点 00P( ,x y )， AB中垂线交 y轴于 N，作 2 2
2

2
12

=xxïï ¢ =x

ï
y

ì
ìï ¢x

Þ x y¢ ¢+ =Þ íí
îy y¢ï =

22

22
1

OP
OP AB

OP

k ,k k k
k kOP AB¢ A¢B¢

×k k¢ A¢B¢

ïï = =
Þ = -

= -

ì

í
ï
ïî

1

2
OP

NP

k

k

ì = -

Þ =
= -

0
0

0 0

1
1 1 2

2OP NP2

yy
k k

x x

-
= Þ = ， 故 0

1

2
y = - ； 由 于 0 2ççP x

öæ
,-
1
÷÷

è ø
在 椭 圆 内 ， 故 0

6 6

2 2
- < x < ， 则

0

00

1
,

6
=m k2 2

33OP

y

x x

æ ö æ ö
= - Î -¥ç ,ç ÷6 ç= ÷  ç +¥÷

÷
è ø è ø

；

1

2
；

1

1

2

NP AB

OP AB

×k k

×k k

ïï
í
ï
ïî

¢ = yïî

4 7
k¢ = ±

2



【解析】取 AB中点 00P( ,x y )， AB中垂线交 y轴于 N，作 2 2
2

2
12

=xïï ¢ =x x

¢ = y
ï
y

ì
ìï ¢x

Þ x y¢ ¢+ =Þ íí
îy y¢ï =

ïî

2 2
1

2 2
2

1

OP
OP AB

OP

k ,k k k
k kOP AB¢ A¢B¢

×k k¢ A¢B¢

ïï = =
Þ = -

= -

ì

í
ï
ïî

；
1

1
1

2
2

NP AB
OP

NPOP AB

×k k
k

k×k k

ì = -
ïï

Þ =í
= -ï

ïî

0
0

0 0

1
11 2

OP NP2 2

yy
kk

x x

-
= Þ = ， 故 0

1

2
y = - ； 由 于 0 2ççP x

æ ö
,-
1
÷÷

è ø
在 椭 圆 内 ， 故 0

6 6

22
- < x < ， 则

0

0 0

1
,

6
=m k2 2

33OP

y

x x

æ ö æ ö
= - Î -¥ç ,ç ÷6 ç= ÷  ç +¥÷

÷
è ø è ø

；
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（1）根据仿射后的图，设 A B¢ ¢与 y轴交点为M ， OMP¢Ð =q ，
2

,
1 1

2sin 4sin
OP

q q
A P¢=¢ ¢ = 1-

2 2

2 2

11
111 24sin2 2 2 1

4sin 2 2OAB OA¢BSS O ¢ ¢P A P△ △
4sinq q

¢

+ -æ ö
== ¢ = çç - ÷÷ £ 2 × =

è 4sinq q ø
， 当 仅 当

2
sin

2
q = ± 时，等号成立．

第五讲 利用仿射大法解决椭圆与圆结合面积问题

若椭圆内含有圆与直线相切，如图直线 AB与圆相切于 P，交椭圆
2 2

2 2

x

a b

y
+ =1于点 A,B求 S△OAB 的最大值，

首先进行仿射变换：
222

2

2

2

2

1

x  y  r
b

y

a

x
 

，令







'

'

y
b

y 
a

x  x











2
2

22
2

222

'

'  y'

r
a

x' 
b y

x  a
，拉伸后可知， AOB a


b

S S△AOB△ ，

故当 sinA'OB'
2

1 2S△A'OB '  a 最大时， A'OB' 90，关键在于看A'OB'的取值范围；

根据几何性质， A'B'平行于 x轴时，A'OB' 最小， A'B'平行于轴 y时，A'OB'  最大．

【例 9】（2018•武汉模拟）已知椭圆
22

2 2

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b 0)的右焦点为 ( 2,0)，离心率为

3

6
．

（1）求椭圆 C的方程；

（2）若直线 l与椭圆 C相交于 A，B两点，且以 AB为直径的圆经过原点 O，求证：点 O到直线 AB的距离

为定值；

（3）在（2）的条件下，求△OAB面积的最大值．
3

2

3

2
3

y

B'
A'

3

2

3

2

3

y

B'

A'

x

【解析】（1）椭圆 C的方程为 1
3

2x 2
 y  ；

（2）证明：令
 
 


；

 y 

   

 



 cos sin 

 sin cos 

 sin
 cos


2222

2222

11

11 x

y

x
，

3

2

3

2
3

y

B'
A'

3

2

3

2

3

y

B'

A'

x



，又 a2  b2  c2  3，解得 a  2，b 1．

椭圆的方程为 1
4

: 2
2

C
x

 y  ，圆的方程为：O : x2  y2  3．

（1）①可知直线 l与圆O相切，也与椭圆C，且切点在第一象限，因此 k一定小于 0，

可设直线 l的方程为 y  kx m, (k  0,m  0)．由圆心 (0,0)到直线 l的距离等于圆半径 3 ，

可得
2

22
2
  m  33 3

1

m
k

k
．

2
2

22

1
4

3

x

x y

y 


，令

1
'

2
'

x  x

y y






22

2
2

y' ' 1

4

x

x




y '

' 3
 




，

直线 l方程为： 2y k  x m，圆心 (0,0)到直线 l的距离等于圆半径 1，可得
2

2 2
2

1  m  1 4
1 4

m
k

k
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2222 2
22 2 1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2

cos 1
sin

33

  
sin 

    
cos 

 1
1

    1
  

2

1

d


2 2
2 cos2

cos

33

sin   sin   
34

23
  d 

（3）

2
2

22

1
3

3

4

x

x

y 

y 
，令

'

3 '

x

y y

x 




22

2
2

y' '  3

43

x

x



'
y ' 3


 




，

拉伸后可知， 3 AOBS SA OB   ，根据几何性质可知，当 A'B'平行于 x轴时， A OB   60 ，当 A`B`平行于 y

轴时， A OB  120， 故 60  A OB  120，当AOB  90时， OB 
2 2△AS  3 3 sin90
1 3

 ，面积最

大，
3 3

2AOB 3
S S A OB  △ △

【例 10】（2018•江苏）如图，在平面直角坐标系 xOy中，椭圆C过点 )
2

( 3,
1

，焦点 F1( 3,0)，F2 ( 3,0)，

圆的直径为 F1F2 ．

（1）求椭圆C及圆O的方程；

（2）设直线 l与圆O相切于第一象限内的点 P．

①若直线 l与椭圆C有且只有一个公共点，求点 P的坐标；

②直线 l与椭圆C交于 A、 B两点．若△OAB的面积为
7

2 6
，求直线 l的方程．

【 解 析 】（ 1 ） 由 题 意 可 设 椭 圆 方 程 为 0)1(
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x
， 焦 点 F1 ( 3,0)，F2 ( 3,0) ，

c  3． 1
4

1
22
 

3 

ba

结合 k  0，m  0，解得 k   2，m  3．将 k   2，m  3代入
3

y kx m

x y2 2 



可得 2 2 2x x  2 0 ，解

得 x  2， y 1，故点 P的坐标为 ( 2,1)． ② 2
OA B' 'S= = 2× ×

1
sinÐA 'OB 'Þ sinÐA 'OB ' =

2 6
2

72OABS R△ △ ，

故
7

1

2
cos

A'OB'
 或

7

6
可知圆心 (0,0)到直线 l的距离等于

7

1
或

7

6
，
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由 于  3 3m k2 2 ，
7

1

2
cos

A'OB'
 时 ，

2
2 2

2
  m 

11 4

41 7 7 7

m
k

k


2k
无 解 ， 只 能

2 2

2 2

3  3
6 24

7 7

km

km




 

即
2

2 18

5

m 

k 



解得 k   5 ，（正值舍去），m  3 2．  y x 5 3 2为所求．

第六讲 定比分点和弦长公式

仿射大法定理七：定比分点的比值不变性原理，
B' ' C"B"

C A

C

AC A
=

C' ' A"C" x
= Ax y

=
- -C y

CB C xB x yC B- - y
l = =

  
   ;

仿射大法定理八：弦长公式的转化，纵向拉伸并不改变横向的性质，设 A(x1, y1)， B(x2 , y2 )，

则 AB= 22 2 2
1 2 1 2 1 2A B = +' ' k x1 - x' = +1

a
k( x)k x+ -1 x

b
Þ - x ，即

2

22

1

B' '
+1 (
a
)

AB k

A
k

b

+
= ．

【例 11】（2011•重庆）如图，椭圆O的中心为原点，离心率
2

e 
2
，一条准线的方程是 x  2 2

2

（1）求椭圆的标准方程；

（2）设动点满足 P：OP OM  2ON ，其中M 、 N是椭圆上的点，直线OM 与ON的斜率之积为 
1
，

PF 与点 P到直线 l : x  2 10 的距离之比为定值；若存在，求 F 的坐标，若不存问：是否存在定点，使得

在，说明理由．

【解析】（Ⅰ）由题意得 222
2

2
22

2

2

222

a  2,b ，
a  b

a

c

a

a

a  b
， ，

故椭圆的标准方程为 1
24

22x

y

 ．

（Ⅱ）设动点 P(x, y)，M (x1 , y1 )，N (x2 , y2 )．动点 P满足：OP OM  2ON

作仿射变换，令 x' x，y' 2y，则椭圆C变为圆C ': x'2  y'2  4，设此时 P、

M 、 N 对应的点分别为 P 、 M ' 、 N ' , k 'OM ' k 'ON '  2kOM kON  1，则

OM 'ON '，OP OM  2ON  OP'  2 5，故 P¢的轨迹方程为，x'2y'2  20

仿射回去则有 x2  2y2  20，故点 P是椭圆 1
1020

22x

y

 上的点，焦点

22

2

3  3
1 4

77

km

m




 

F ( 10,0)，准线 l : x  2 10 ，离心率为
2

2
，根据椭圆的第二定义， PF 与点 P到直线 l : x  2 10 的距离

之比为定值
2

2
，故存在点 F ( 10,0)，满足 PF 与点 P到直线 l : x  2 10 的距离之比为定值．

0)1(【例 12】（2016•四川）已知椭圆 E :
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x
的两个焦点与短轴的一个端点是直角三角形的 3

个顶点，直线 l : y  x  3与椭圆有且只有一个公共点T．

（1）求椭圆 E的方程及点T的坐标；

（2）设O是坐标原点，直线 l '平行于OT，与椭圆 E交于不同的两点 A、 B，且与直线 l交于点 P．证明：

存在常数，使得 PT
2   PA  PB ，并求 的值．

【解析】（Ⅰ）设短轴一端点为C(0,b)，左右焦点分别为 F1(c,0)， F2 (c,0)，其中 c  0，则 c2  b2  a2 ；由

题意，△F1F2C为直角三角形，
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2
2

2
1

2
a F1F2  FC  F C ，解得b  c

2


2
，椭圆E的方程为 1

2 2

2

2

2

 
b

y

b

x
；

代入直线 l : y  x  3，可得 3x2 12x 18  2b2  0，

又直线 l与椭圆 E只有一个交点，则 122  43(18  2b2 )  0，解得 b2  3，

椭圆 E的方程为 1
36

22x

y

 ；由b2  3，解得 x  2，则 y  x  3 1，所以点T 的坐标为 (2,1)；

（Ⅱ）作伸缩变换，令 x' x，y' 2y，则椭圆 E变为圆 E ': x'2y'2  6，

设此时 P、A、B、T对应的点分别为 P'、A'、B'、T '如图所示；

则
5

6

)
2

1 (
1

)
2

1 2 (
1

' A'  P'B'

2

3

1 (1)

' 1 2 (1)
2

2

2

2

2

2


PA  PB

P

PT

P'T
， ，两式相比

4

'

5

:
'
2

2

PA  PB

P' A'  P'B

PT

P'T
，

由圆幂定理得，
2

P'T '  P' A'  P'B' ，所以
5

4
2


PA  PB

PT
，即

5
 

4
，原命题成立．

0)1(【例 13】（2016•重庆模拟）椭圆C :
2

y 2

2

2

  a  b 
ba

x
，作直线 l交椭圆于 P,Q两点．M为线段

PQ的中点，O为坐标原点，设直线 1的斜率为 k1，直线 OM的斜率为 k2， 3

2
k1k2   ．

（1）求椭圆 C的离心率；

（2）设直线 l与 x轴交于点D(5,0)，且满足DP  2DQ，当△OPQ的面积最大时，求椭圆 C的方程．

【解析】（1）由公式得
3

3

3

2
11,

3

2
2

2

2

2

    2    
a

b
e

a

b
k1  k

（2）根据仿射原理 222
2

2

2

2

'

'
1 x'  y'  a

y
b

y
a

x  x

b

y

a

x









  

拉伸之后不改变比值：DP’=2DQ’,过 O点做 DP’的垂线，垂足为 H，设 DP’的倾斜角为
易知 DH=5cos ，由比值关系得：O'P': D'H =6:1=O'P':5cos .故O'P' = 30cos ，OH=5 sin

6 sin 2
2

cos 5sin 
25

2

1

3

b
S '

6
 30 

a
S ,当 =45°时值，面积最大，又因为

2
2

5sin 
5

2,
2

HP':DH 1:3 HP'15cos 
15

OH  勾由由 定 理定定

3

250

3

2
)2 125,

2
)2  (

5 2

2
a2  (

15 2
b2  a2  ，椭圆的方程为： 1

250

3

125

22x

y

 ．

注意：在确定长轴或者短轴分弦长为 时，仿射后得到最大的面积时，倾斜角通常是 45°，此题可以用化

斜为直来做，也是通常解法，但仿射大法的优势就是计算量大大减少，几乎不需要联立，属于“高观点，

低运算”的经典方法．
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2.（2018•龙海期末）已知点  2,0A ，椭圆
2 2

2 2
: 1( 0)
x y

E a b
a b

+ = > > 的离心率为
2

3
，F是椭圆 E的右焦点，

直线 AF的斜率为
3

32
，O是坐标原点．

（1）求 E的方程；

（2）设过点 A的直线 l与 E相交于 P，Q两点，当△OPQ的面积最大时，求直线 l的方程．

达标训练

1.（2018•三明期末）设椭圆
2 2

2 2

y
M :

a b

x
+ = >a1( >b 0)的离心率为

2

2
,且内切于圆 x2  y2  4 .

（1）求椭圆M的方程;

（2）若直线 y  2x m交椭圆于两点,椭圆上一点 P(1, 2) ,求△PAB面积的最大值.

3.如图，已知 A、B、C是长轴为 4的椭圆上的三点，点 A是长轴的右顶点，BC过椭圆中心 O，且 AC  BC  0，

BC  2 AC .

（1）求椭圆的标准方程；

（2）若过 C关于 y轴对称的点 D作椭圆的切线 DE，则 AB与 DE有什么位置关系？证明你的结论．

4.（2016•佛山二模）已知点 M是圆 C： x2  y2  4上一动点，点 D是 M在 x轴上的投影，P为线段 MD上

一点，且与点 Q关于原点 O对称，满足QP OM OD．

（1）求动点 P的轨迹 E的方程；

（2）过点 P做 E的切线 l与圆 C相交于 A，B两点，当△QAB面积的最大值时，求 l的方程．

5.（2018株洲期末）椭圆
2 2

1
16 4

）
x y

+ = 上的两点 A、B关于直线 2x  2y  3  0对称，则弦 AB的中点坐标为（






 2

A．
1,

1
B．


,1





 2
1

C．



,2



 2
1

D． 



2,
1 


 2

6.（2016兰州模拟）已知椭圆 C的焦点坐标是 F1 (1,0)、F2 (1,0)，过点 F2垂直于长轴的直线 l交椭圆 C于

B、D两点，且 BD  3．

（1）求椭圆 C的方程；

（2）过定点 P (0,2)且斜率为 k的直线 l与椭圆C相交于不同两点M，N，试判断：在 x轴上是否存在点 A (m,0)，

使得以 AM，AN为邻边的平行四边形为菱形？若存在，求出实数 m的取值范围，若不存在，请说明理由．

7.（2018•抚顺模拟）已知离心率为
2

1
的椭圆

2 2

2 2

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b ，右0) 焦点到椭圆上的点的距离的最大值

为 3．

（1）求椭圆 C的方程；

（2）设点 A,B是椭圆 C上的两个动点，直线 OA,OB与椭圆的另一交点分别为 A1,B1，且直线 OA,OB的斜率

之积等于
4


3
，问四边形 ABA1B1的面积 S是否为定值？请说明理由．

2 2

1 18.（2017•淮北一模）已知椭圆C :
16 4

x y
+ = ，直线 1l : y  kx m(m  0)与圆 2 2

2 : (C x 1)- + y 1= 相切且与椭

3

圆 C1交于 A,B两点．

（1）若线段 AB中点的横坐标为
4
，求 m的值；

（2）过原点 O作 l1的平行线 l2交椭圆于 C,D两点，设 AB   CD ，求 的最小值．
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9.（2012•山东）如图，椭圆的
2 2

2 2

x
M :

a b

y
+ = >a1( >b 0)离心率为

2

3
，直线 x  a和y  b所围成的矩形 ABCD

的面积为 8．

（1）求椭圆M 的标准方程；

（2）设直线 l : y  x m(mR)与椭圆M 有两个不同的交点 P,Q,l与矩形 ABCD有两个不同的交点 S ,T．求

ST

PQ
的最大值及取得最大值时m的值．

10.（2019•成都模拟）已知椭圆
2 2

2 2

x
C :
a b

y
+ = >a1( >b 0)的离心率为

2

3
，且以坐标原点为圆心，椭圆的短半

轴长为半径的圆与直线 x  y  2  0相切．

（1）求椭圆 C的标准方程；

（2）若一条不过原点的直线 l与椭圆相交于 A，B两点，设直线 OA，l，OB的斜率分别为 k1，k，k2，且 k1，

k，k2恰好构成等比数列．求
22

OA  OB 的值．

11.如图，已知椭圆 C的中心在原点 O，左焦点为 F1 (1,0)，左顶点为 A，且 F1为 AO的中点．

（1）求椭圆 C的方程；

（2）若椭圆 C1方程为：
2 2

2 2

x
1(m

m n

y
+ = > n 0> )，椭圆 C2方程为：

2 2

22
+

x y

m n
= l l( 0> 且, l¹1)，则称椭圆 C2

是椭圆 C1的λ倍相似椭圆．已知 C2是椭圆 C的 3倍相似椭圆，若椭圆 C的任意一条切线 l交椭圆 C2于两点

M，N，试求弦长 MN 的最大值．

12.（2016•宁波二模）已知 F1 ( 3,0)，F2 ( 3,0)为椭圆 C：
2 2

2 2

x

a b

y
+ =1(a b> 0> )的左、右焦点，点 P在椭

圆 C上，且△PF1F2面积的最大值为 3 ．

（1）求椭圆 C的方程；

（2）若直线 l与椭圆 C交于 A，B两点．△OAB的面积为 1，OG sOA  tOB s( , t R )
   

，当点 G在椭圆 C

上运动时，试问 s2  t 2是否为定值，若是定值，求出这个定值，若不是定值，求出 s2  t 2的取值范围．
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专题 1 抽象函数的导函数构造
第一讲 抽象函数的构造

f ' (x)g(x)  f (x)g ' (x)  [ f (x)g(x)]'与
'

2 )

(x)

(x)

'(x)g(x)  f (x)g ' (x)









g(x

f

g

f

)
  0定理 1： xf ' (x)  f (x)  0 [xf (x)]' 0； xf ' (x)  f (x)  0
'





 

x

f (x

证明： xf ' (x)  f (x)  [xf (x)]'；
'

2

'(x)  f (x)


(x) 


 
x

f

x

xf

 xf ' (x)  f (x)  0，则函数 y  xf (x)单调递增； xf ' (x)  f (x)  0，则
x

y 
f (x)

单调递减．

n

)
  0定理 2：当 x  0时， xf '(x)  nf (x)  0 [xn f (x)]' 0； xf '(x)  nf (x)  0
'





 

x

f (x

证明： xn f '(x)  nxn1 f (x)  [xn f (x)]'；
'

2

1 f (x)


(x) 


 
xn f '(x)  nxn

nn x

f

x

 xf '(x)  nf (x)  0，则函数 y  xn f (x)单调递增； xf '(x)  nf (x)  0，则
x

y 
f (
n

x)
单调递减．

【例 1】（2015•新课标 II）设函数 f '(x)是奇函数 f (x)（ xR）的导函数， f (1)  0，当 x  0时，

xf '(x)  f (x)  0，则使得 f (x)  0成立的 x的取值范围是（ ）

A． (,1) (0,1) B． (1,0) (1,) C． (,1) (1,0) D． (0,1) (1,)

【解析】由于当 x＞0 时，
2

x( ) ) 

0

xf  x   f (f x

x x

 

，则
f x( )

x
为减函数；又

f 1   0， f x 为奇函数，则 f 1   0，当 x＞1时， f x  0，当 0<x<1时， f x   0 ,
根据奇函数的图像可得 f x   0成立的 x的取值范围是 (,1) (0,1)，故选A．

【例 2】（2018•东莞市期末）已知奇函数 f x( )的导函数为 f  x( )，且 f ( 1)  0，当 x  0时 f x( ) xf ( )x  0恒

成立，则使得 f x( )  0成立的 x的取值范围为（ ）

A． (1,0) (0,1) B． (,1) (0,1) C． (1,0) (1,) D． (,1) (1,)

【解析】由题意可设 g( ) x xf ( )x ，则 g ( ) x xf ( )x  f ( )x ，当 x  0 时，有

xf x( )  f x( )  0，则当 x  0时， g x( )  0，函数 g( ) x xf ( )x 在 (0,)上为增函

数，函数 f x( )是奇函数， g ( ) x x( ) f ( ) x x( )[ (f )x ]  x (f )x  (g )x ，函数

g x( )为定义域上的偶函数，由 f ( 1)  0得， g( 1)  0，函数 g x( )的图象大致如图：

由函数的图象得，   x 1 0或 x 1，使得 f x( )  0成立的 x的取值范围是： ( 1，

0) (1， )，故选C．

【例 3】（2018•福建期末）设函数 y f ( )x ，x (0,  ) 的导函数为 f  x( )，且满足 x f x( )  3 f ( )x ，则（ ）

A．8 (22018 ) f f (22019 ) B．8 (22018 ) f f (22019 )

D．不能确定 f8 (22018 )与 f (22019 )的大小

3x

C．8 (22018 ) f f (22019 )

【解析】令 g x( ) 
f x( )

，则
3 2

6 4
g x( ) 

f ( )x x  3x f ( )x

xf 3 f ( )x

x x

( )x 
， xf x( )  3 f ( )x ，即 xf x( )  3 f (x)  0，

 g x( )  0在 (0,)恒成立，故 g x( )在 (0,)递减，即
2018 2019

2018 3 2019 3

(2 )


f f (2 )

(2 ) (2 )
，故8 (22018 ) f f (22019 )，故选 B．

【例 4】（2018•辽宁期末）函数 f x( ) 是定义在区间 (0,) 上可导函数，其导函数为 f  x( ) 且满足

5 2019
xf  x( ) 2 f x( )  0，则不等式

( 2019)x f ( x 2019)


5 (5)f

x 
的解集为（ ）

B．{ | 2019 x x  2 014}A．{ |x x  2014}

C．{ | 0x x  2014} D．{ |x x  2014}
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【解析】根据题意，设 g( ) x x2 f ( )x ，g ( ) x x[2 f ( )x  xf ( )x ]；当 x  0时，2 (f x) x f (x)  0，则有 g x( )  0，

2( 2019) 2019) 25
5 2019

即 g x( )在 (0,)上单调递增，
( 2019)x f (  2x 019) 5


(5)f

(f x f
x

 x   


（5）

g(  2019)x g （5），又由 g x( )在 (0,)上单调递增，则有 0 x  2019  5，解可得： 2019  x  2 014，

故选 B．

秒杀秘籍：第二讲 关于 f '( ) x f ( )x 问题

x

)
  0定理 3： f ' (x)  f (x)  0 [ex f (x)]' 0； f ' (x)  f (x)  0
'





 

e

f (x

ff  x   x f  x
ee




证明： f  x e  
 x xe f  x +f x   , 




x x
，

 f ' (x)  f (x)  0，则 y  f (x)ex ；反之 y  f (x)ex ； f ' (x)  f (x) ,则 y 
ex
f (x)

；反之 y 
e

f (
x

x)
．

定理 4：由于 f ' (x)  f (x)  a [ex ( f (x)  a)]' 0；
(

x

)
  0f ' (x)  f (x)
'





 a

e

f (x)  a

证明：
x

x

e
f ' (x)  f (x)  a 

[e ( f (x)  a)]' ；
'

 ( f (x)  a)



 x
f ' (x)  f (x)  a  e2x

e

 f ' (x)  f (x)  a，则 y  ex ( f (x)  a) ，反之；若 f ' (x)  f (x)  a，则 y 
f (x)  a


x

，反之．
e

【例 5】（2018•咸阳期末）已知 f x( )是可导函数，且 f ( ) x f ( )x 对于 x R恒成立，则（ ）

2018e e 2018
f (0)

e
A．

(1)
f (0),

f f (2018)
  f (0) B．

f (1)
 f (0)，

f (2018)


C．
f (1)

 f (0)
e

，
2018

f (2018)
 f (0)

e

e

D．
f (1)

 f (0)
e

，
2018

f (2018)
f (0)

e


【解析】由 f ( ) x f ( )x ，得 f x( )  f ( )x  0，令 g x( ) 
f x( )
xe

，则
2

( )x  f x( )
x( )

x

x x

( )x
g

f

e e

 
 

e fx e f x( )
  0．

 g x( )在 R上单调递减,即 g(1)  g(0) , g(2018)  g(0) f (1)
 f (0) , 2018 0

(2018)f f (0)
  f (0)

e e e
．故选：D．

【例 6】（2018•长沙期末）已知函数 f x( ) 在 R 上可导，其导函数为 f  x( )，若 f x( )满足：当 x  1时，

( 1x f)[ (x)  f (x)]  0， f ( )x e 2 2x f (2  x)，则下列判断一定正确的是（ ）

A． f (1)  f (0) B． e4 f (4)  f (0) C． ef (2)  f (0) D． e3 f (3)  f (0)

【解析】令 g( ) x ex f (x)，则 g ( ) x ex ( f ( )x  f ( )x )， f x( )满足： ( 1x f)[ (x)  f (x)]  0，当 x 1时，

f x( )  f ( )x  0． g x( )  0，此时函数 g x( )单调递减． g ( 1)  g(0)．即
1
f ( 1)  f (0)

e
． f (x)  e22x

 f (2  x)， f （3） f ( 1) 4e e (f 0)， 3e f （3）  f (0)，故选D．

【例 7】（2018•南昌期末）已知函数 f x( )是定义在 R上的增函数， f ( ) 2 x f ( )，x f (0) 1，则不等式

ln f[ (x) 2 ] ln3 x的解集为（ ）

B． (0,)A． ( ,0) C． ( ,1) D． (1,)

【解析】令 g x( ) 
f x( )

x

 2
e

， g x( ) 
f f ( )x  2

xe

x( ) 
，又 f ( ) 2 x f ( )x ，则有 g x( )  0，则函数 g x( ) ，

f (0) 1，则
0

g(0)
f (0)


 2

e
 3，函数 f x( ) ， f x( ) 2  f ( )x  0 f x( ) 2  0在 R上恒成立；

ln f[ (x) 2 ] ln3 x
x( )  2

33
ln
f f x( ) 2

 x  ex 
f x( )  2

xe
 3 g( ) x g(0)，故 g x( )为减函数，则

有 x  0，故选 A．

【例 8】定义在 R上的函数 f (x)满足： f (x) 1且 f (x)  f ' (x) 1， f (0)  5，其中 f ' (x)是 f (x)的导函数，

则不等式 ln[ f (x) 1]  ln 4  x的解集为（ ）

A． (0,) B． (,0) (3,) C． (,0) (0,) D． (,0)
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【解析】 f x  f+ ( x) 1  ex f  x  1  
 ， f x  1  ln 4  x eln f x  

ln 4
1ln

x

e

e
    ，又

f ( )0 1- = 4  e f  x   1 4  f  0 1x xe f  x  1  0e f  0  1 4 ，故 x  0，故选 A.

第三讲 关于sin xf '(x)  ±cos xf (x) 或cos xf '(x)  ±sin xf (x)                           

定理5：正弦同号，余弦反号定理

)]' 0sin xf ' (x)  cos xf (x)  0 [sin xf (x ；当 







2
,

2

 
x tan xf '(x)  f (x)  0 [sin xf (x)]' 0

sin xf   x cos x (f x) 0
)  


0 ; ,
sin 2 2 sin

(f x (f x
x

x x

) 
0

   
  

tan xf  x (f x ) 0  
    

当 ，

cos sin xf (x) 0 cos xf (x)   0 ; ,
2 2

cos
)


0 ; ,

cos 2 2 cos

xf x x

(f x (f x
xf x x

x x

  
tan xf (x) 0 cos xf (x)   0f x ，     



)

0

     
， f  x   sin x (f x) 0    tan x (f x) 0 

    

当

当

记忆方法：看 f ( )
sin

cos x

同号：加是乘，减是除

反号：加是除，减是乘

ì x®
¢ x ×

ï
í

®ïî
，遇正切时化切为弦，请自己证明相关结论．


【例 9】（2018•玉林期末）已知 f  x( )为函数 y f ( )x 的导函数，当 x x( (0, ))

2
是斜率为 k的直线的倾斜角

）时，若不等式 f x( )  f (x)k  0恒成立，则（

A．
3 f



( )
3

2 f ( )
4



 B．
f (1)

 f2 (

)

sin1 6

 
C． 2 ( )f f ( )  0

46

 
D． 3 ( )f f ( )  0

36


【解析】  tank x， f x( )  f (x)k  0， x (0, ))

2
cos x f (x)  sin x f (x) 0， 典型的正弦同号模型，设

)

sin
g x( ) 

f (x

x
，

2

sin x (f x)  cos x f ( )x

sin x
 g x( )  ，不等式 f x( )  f ( )x k  0恒成立， g x( )  0恒成立， g x( )

在 (0, )
2


 )

6
(

43


g( )  g(1)  g( )  g ，  63 4

sin sin1 sin sin
43 6

f ( ) f ( ) ( )f
  


f (1)

  
  ，  2 ( )  3f f ( )

3 4

 
，

(1)
 f2 (


)

sin1 6

f  
， ( )  2f f ( )

64

 
， ( )  3f f ( )

63
A，C，D错误， B正确，故选 B．

【例 10】（2016•河南模拟）已知函数 y f ( )x 对任意的 x (
2


 ， )

2


满足 f x( )cos x  f ( )x sin x 0 （其中

）f  x( )是函数 f x( )的导函数），则下列不等式成立的是（

 
A． 2 ( ) f f ( )

3 4

 
B． 2 ( ) f f ( )

3 4


C． (0)  2f f ( )


D． (0)  2f f ( )

43

【解析】典型的余弦反号模型，构造函数 g x( ) 
f x( )

，  x
xx

g '(x) 
f ' (x)cos x  f

( f ' (x)cos
cos

1

cos x cos

(x)(cos x)'
22

f (x)sin x)，对任意的 x (
2


 ， )

2


2

满足 f x( )cos x  f ( )x sin x 0，  g x( )  0，即函数 g x( )在 x


(  ，

)
2


43

单调递增，则 (g
 

 ) g ( )，即
( ) ( )
3 4

cos( ) cos(  )
3 4

f f
 

 
 ，

 
( ) f ( )
3 4

1 2

f


43
，即 2 (f

 
)  f ( )，故 A

 
正确． ( ) g g( )

3 4

 
，即 2 ( ) f f ( )

3 4


，B错误； (0) g g( )

3
，即

(0)
f ( )
3

cos0 cos 3

f






， (0)  2f f ( )

3
，C错误，

4
(0) g g( )


，即

(0)
f ( )
4

cos0 cos
4

f






， (0)  2f f ( )

4
，D错误，故选 A．

22



第四讲 xlnx 也来吆喝

) 0  ln xf ( )x  0 ;  定理 6： f x  x ln
ln

(f x
  x f (x

x


f x x ln x  f (x ) 0 
)



0


ln

(f x
f x  lx n x

x x
1 ln x f ( )x 0  x ln x f ( )x  0 ; f  x x ln x  1 ln x f ( )x 0 

)



0
 

ln


ln x x (f x
f x  x ln x

x x

) 
0

  1 l n x f (x) 0 f (x)
   


0 ; f x  x ln x 1 l n x f (x)  0
   

记忆方法：将式子全部转化为 f ¢( )x x ln× ±x f ( )x (1× ln± )x 形式，首先满足导数构造中加乘减除符号不变性，

若括号内无 ln x则是 ln xf (x)  x( )

ln

f

x
 
 

或 ；若括号内是1+ln x ，则是 lnx x (f )x  x( )f

x ln x




或 ；若括号内是

第 五 章 导 数

ln

xf (x

x x
 

  
或-1 ln x，则是

ln x
 f x( )

)
．证明过程略，请读者自己证明即可，此类型题目均为客观题．

【例 11】（2018•武汉月考）定义在 (0,) 上的函数 f x( ) 的导函数为 f  x( ) ，且对 x  (0,) 都有

f ( )x lnx 
1 lnx

f x( )，则（ ）
x

A． 4 f (e)  e3  f (e4 )  2e  f (e2 )

C． e3  f (e4 )  4 f (e)  2e  f (e2 )

B． e3  f (e4 )  2e  f (e2 )  4 f (e)

D． 4 f (e)  2e  f (e2 )  e3  f (e4 )

【思路分析】先转化为 f ( )x xlnx 1  lnx f x( )，易知是减法®作商，括号内1 ln x- ®构造导函数



)

ln

x (f x

 x




【解析】 f ( )x lnx 
1 lnx

f x( )
x

，
2

xf x( )

f ( )x (1  lnx)

lnx ln x
，

2

xf x( ) (lnx 1) f x( )
  0

lnx ln x lnx
， [ (f x ) x
 ] 0

设 g x( ) f x( ) 
x

lnx
， g x( )在 e( ,)为减函数， g( ) e g4 2( )e  g（e），

24
24

4 2
f ( )e

e
f ( )e

e

lne lne
  （ ef ）

lne
 f ( )e e4 3 

1 1
f e( 2 )

4 2

e
， e f （ e）， f ( )e e4 3  2 f e( )2 e 4 f （e），故选D．

【例 12】（2019•九江一模）定义在 (0,) 上的函数 f x( ) 的导函数为 f  x( ) ，且对 x  (0,) 都有

f ( )x lnx 
1 lnx

f x( ) ），则（
x

A．12 f (2)  3 f (4)  f (8)

C． f (8)  3 f (4) 12 f (2)

B．3 f (4) 12 f (2)  f (8)

D． f (8) 12 f (2)  3 f (4)

【思路分析】先转化为 f ( )x xlnx 1  lnx f x( )，依然是减法®作商，括号内1 ln x+ ®构造导函数



)

ln

f (x

x x




x
【解析】由 f ( )x lnx 

1 lnx
f x( )得，f ( )x xlnx  (1 ln x) f x( )，即 f x( )xlnx  (1 ln x) f ( )x 0 ，令 g x( ) 

f x( )

xlnx
，

则
2

)

xlnx( )
g x( ) 

f ( )x x lnx lnx) f (x (1
，由 f x( )xlnx  (1 ln x) f ( )x 0 ， x  (0,1)， (1,)时， g x( )  0，

 g x( )在区间 (0.1)和 (1,)上单调递增，g（2） g（4） g（8），即 f （8）  3 f （4） 12 f （2），

故选：C．

第五讲 非对称的构造

定理 7：平移模型： x a f+  x  a f x   +x a
)

 f x( ) 0 x a+ f x( )  x0; + ) 0 0
(f x 

f x(   
 

( ) ( ) ( )0 ¢ù > ( )0; 0 0
nx

f xnxe f x -¢f x nf x
e

é ¢ù
> ëÛé倍数模型： (f x) n+ f ( )x¢ > Ûê ú >û

ëê úû

奇偶模型： (f x) f (+ -x) = g(x)Þ F (x) = (f x)-
g(x)
2

为奇函数；

g(x)
2(f x) f (- -x) = g(x)Þ F (x) = (f x)- 为偶函数（ g(x)为奇函数）
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【例 13】（2018•广州期末）定义在 R上的可导函数 f (x)，当 x (1,)时， f (x)  f ' (x)  xf ' (x)恒成立，

a  f (2)，b 
1
f (3)

2
， c  ( 2 1) f ( 2)，则 a，b， c的大小关系为（ ）

A． c  a  b B． b  c  a C． a  c  a

【解析】 1
x 1

 0
f


x( )

x f  x f x( )
1 1    

在区间 1, , ，故 ( 2f ) (2) (3)

2 312

f


f

D． c  b  a

，即 c  a  b，故选 A．

【例 14】（2018•广东模拟）若定义在R上的函数 f (x)满足 ¢(f x) f ( )x- >2 0 f (, )0 ，=1 则不等式 f ( ) >x e2x

的解集为 ．

( ) ( )
2 2

2 0 0
x

ë û
x

f x f x
【解析】 ¢(f x)- f ( )x ee

é ¢ù
> Û

ê
ê >ú

ú
Û ，故 ( ) ( ) ( ) 2

2 0

0
1

x

f x f

ee
> = Þ f x e> x，故答案为 x > 0．

【例 15】（2018•成都期末）已知定义在 R上的可导函数 f x( )，对于任意实数 x都有 f ( ) x f (x)  2x 成立，

且当 x (0， 时，都有 f ( ) x x成立，若
1

2
）f (1 ) a f ( )a   a，则实数 a的取值范围为（

A．
1

2


,




B．
2



1
,




C． ( , 2 D． 2,

【解析】法一：令 (F x) f (x)= -
1
x2

2
，故 F ( )- =x F- ( )x ，又因为 f ( ) x x，则 (F x)¢ ¢f ( )x= - x 0> ，即 F (x)

2 211
11

2 2
在R上恒成立，当 f ( )- -a a-( ) ³ (f )a - ，即a

1

2
1-f a( )³ f (a)- +a 恒成立时，一定有1- ³a a

法二：令
2

f ( )
1

x x2= + ，x ( )³ ( ) ( ) ( )
2 21 1 1 1 1

1 1 1
22 2 2 2

-f a f a a- + Û - a + - a ³ a + -a a + Û £a ，故选 A．

【例 16】（2018•太原期末）已知定义在 R上的可导函数 f x( )，对于任意实数 x都有 f ( ) x f (x)  2x成立，

且当 x (,0]时，都有 f ( ) 2x x 1成立，若 (2f m) f (m 1) 3 m(m 1) ，则实数m的取值范围为（ ）

A． )
3

(1,
1

B． ( 1,0) C． ( ,1) D． (
1
,)

3

【思路分析】构造 g( )x f ( )x= - x，发现 (g x)为偶函数，但由于 f ( ) 2x x 1，故构造 g( )x f ( )x= - x 2- x

【解析】法一：令 g( )x f ( ) x 2x  x，则 g( )x  g(x)  f ( )x  x x  f (x) 2 2x x  0， g ( ) x g(x)，

函数 g x( )为 R上的偶函数．当 x ( ，0]时，都有 f ( ) 2x x 1成立， g x( )  f ( )x  2x 1 0，

函数 g x( )在 x ( ，0]上单调递减，在[0，)上单调递增．即 (2f m) 4 m 2 m  (f m 1) (m 1)2 2 (m 1)，

(2g m)  g(m 1) (2f m)  (f m 1) 3 (m m 1) ，因此 (| 2g m |) (|g m 1|)， | 2 | |m m 1 |，解得
3

1  m 
1
．

秒杀秘籍：第六讲 积分来凑 (F x)¢ g(x)> Û (F x) > g(x)dxÛ (F x)ò ò-é ù
ë ûg(x)dx 

定理 8： f ¢( )x f ( )x+ > aÛ e (f )ë û
é ùx ¢ > (x xae )¢Ûe (fx )xé ù

ë û- a 

ê
é ( ) ( )

x x

f x f x + aa¢(f x) f ( )x- > a
ee e

¢
ú
ù æ ö¢

ê
é

ú
ù

ç ÷Û
ú


ê úë û
x

> -ç ÷
è ø

Û
êë û

（参考定理 4）

( ) (x) (x)
11

1 1

n+n
¢ù
û ax> Ûnx f xnxf ¢(x) nf (x)+ > ax

n n

ù+é
Ûé Ûê úx fn > ax dxn ax

= x fn
ax

-ë
ûú+ +êë

ò

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1

n

n
ë û

n n n n n

f x f x f x
ú
ú > Û

a a ax ax
xf ¢ x nf x- > ax dx

xx x x n x n x

-ù¢ é ùé

ê
Ûê> = - ú

ú
Ûê

ê ( )-- ë û
ò

【例 17】（2018•哈尔滨月考）设函数 f x( )在 R上的导函数为 f  x( )，且 f2 ( )x x f (x)  x，则下面的不等式

在 R上恒成立的是（ ）

A． f x( )  0 B． f x( )  0 C． f x( )
3


x

D． f x( )
3


x
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【思路分析】  
33

22 2 2

3 3
dx

x
 
x

2 (f x) x f x  x x f x x f x x f  x ( )     x    
 



【 解 析 】 构 造 函 数
3

g( )x x f ( )x 
12 3x ， 则 g ( )  2x xf ( )x  x f ( )x 2 2x  [x 2 f ( )x  xf ( )x  ]x ，

 f2 ( )x x f (x)  x则 g x( )  0， 2 3

3
g( ) x x f ( )x

1
 x 为实数集上的增函数，当 x  0时， g x( ) g(0)  0，

3 3
当 x  0时， x f ( )x 

12 3x  x [ f2 ( )x
x

 ] 0 ，则
3

f x( ) 
x
．故选C．

【例 18】（2018•咸阳模拟）已知 f  x( )是函数 f x( )的导函数，且对任意的实数 x都有 f '(x)  ex (2x  2)  f (x)

（ e是自然对数的底数）， f (0) 1，则（ ）

A． f x( ) ex (x 1)

C． f x( ) ex (x 1)2
B． f x( ) ex (x 1)

D． f x( ) ex (x 1)2

【思路分析】令 g x( ) 
f x( )
xe x

x( ) 
，可得 g x( ) 

f  f ( )x

e
，g x( )  2x  2，可得 g( )  2x x  2dx ( x 1 )2  ，c

利用 f (0) 1，解得 c即可得出．

【解析】令 g x( ) 
f
x

x( )

e x
，则 g

f f ( )x

e

 x( ) 
x( )  ，对任意的实数 x 都有 f ( )x ex (2 x 2)  f ( )x ，

x( )
 g x( )  2x  2，可得 g x( )

x

f

e
(x 1)2  c  ， f (0) 1，  c 1 1，解得 c  0． f x( )  ex (x 1 )2．故

选D．

【例 19】（2018•重庆期中）已知定义在 R上的函数 f x( )的导函数为 f  x( )， f (1)  2，且对任意 xR，

 12 (f x)  f (x)  2恒成立，若 f lna( )
e
( 2)
a

）

A． e( ,) B． (e2 ,)

，则实数 a的取值范围是（

C． (0,e) D． (0,e2 )

【思路分析】根据 f2 ( )x f (x)联想函数 2xe f ( )x ，

f2 (x)  f (x)  2 e x f x2    
  2e 2 ex x f x 2  2e dx x 2 e x2 ，故构造 g( )x e x f ( )x 2 2e x对函数求导可得

g x( )在 ( ,)单调递增， f lna( ) 2

a
 1

e
( )  g lna( )  g(1)．

【解析】设： g( )x e x f ( )x 2 2e x，则 g x( )  e2x (2 f ( )x  f ( x)  2)  0恒成立： g x( )在 ( ,)单调递增，

又 f lna( )  1
e
( )  a2 2 f[ lna( ) 1]  e2 lnae f[ (ln )a 1]2 2e [( f （1） 1] g lna( )  g（1）． lna 1，
a

 a e．故选 A．

达标训练
1．（2018•黄冈期末）设函数 f x( )是定义在 R上的偶函数， f  x( )为其导函数，已知 f (1)  0，当 x  0时

f x( )  x f ( )x  0，则不等式 x f ( )x  0的解集为（ ）

A． (1,0) (0,1)

C． (,1) (1,)

B． (1,0) (1,)

D． (,1) (0,1)

2．（2019•咸阳一模）已知奇函数 f x( )的导函数为 f  x( )，当 x  0时， xf x( )  f x( )  0，若 a f
1 1

( )
e e

，

 b ef ( )e ， c  f (1)，则 a，b， c的大小关系正确的是（ ）

）

A． a b  c B． b c  a C． a c  b D． c a  b

3．（2018•张家界期末）已知函数 f x( )的导函数为 f  x( )，对任意 xR，都有 f ( ) x f ( )x 成立，则（

A． e3  f (2)  e2 f (3)

C． e3  f (2)  e2  f (3)

B． e3  f (2)  e2  f (3)

D． e3  f (2)与 e2  f (3)的大小不确定
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4．（2018•城关期末）定义在 R上的函数 f x( )满足： f x( )  f ( )x  0， f (0)  4，则不等式 xe f ( )x  4（其

中 e为自然对数的底数）的解集为（ ）

A． (3,) B． (,0) (3,) C． (,0) (0,) D． (0,)

5．（2019•绵阳模拟）设 f  x( )是函数 f x( )的导函数，且 f ( ) x f ( )x (x )R ， f （2）  2 (e e为自然对数的

）底数），则不等式 f (2lnx)  x2的解集为（

A． ( e ,e) B． (0, e) C． (0,e) D． (1,e)

6．（2018•博望月考）已知可导函数 f x( )的定义域为 ( ,0)，其导函数 f  x( )满足 xf x( )  2 f x( )  0，则不

等式 (2017f x)  (  2x 017)2 ( 1f )  0的解集为（ ）

A． (,2018) B． ( 2018, 2017) C． ( 2018,0) D． (2017,0)

7．（2018•福州期末）已知定义在 R上的函数 f x( )，其导函数为 f  x( )，若 f x( )  f ( )x  4， f (0)  5，则

不等式 f x( ) ex  4的解集是（ ）

A． (,1] B． ( ,0) C． (0,) D． (1,)

8．（2018•南昌期中）已知函数 y f x( 1)的图象关于点 (1,0)对称，函数 y f ( )x 对于任意的 x (0, )满足

f ( )sinx x  f ( )x cos x（其中 f  x( )是函数 f x( )的导函数），则下列不等式成立的是（ ）

f3 ( )
3 6

 
． ( )

24
A． ( )f    B 2 (

3
)  f f



C． 3 ( )  2f f ( )
2 3

 
D． 2 ( ) f f

5 3
( )
46

 

9．（2017•德州期末）设偶函数 f x( )定义在 )
2

, 0) (0 ,
2

(


 上，其导函数为 f  x( )，当 0
2


x  时，

f x( )cos x  f ( )x sin x 0 ，则不等式 f ( ) 2x f ( )cos
3

x


 的解集为（ ）

A． )
3

) (0,
3
,

2
(

 
 B． )

2
,

3
,0) (

3
(

 


C． )
3

,0) (0,
3

(


 D． )
2
,

3
(

32
(
   

 , )

10．（2018•烟台期中）已知定义在 ( ,0)上的函数 f x( )，其导函数记为 f  x( )，若
2 )

 0
1

f x( )  xf (x
x 

成立，

）则下列正确的是（

A． f e( )  2e f (1)  0 e )B． f ( 4e f (
1
)  0
e

C． 2e f ( )e  f (1)  0 D． 4e f ( 0
e

e ) f (
1
) 

11．（2017•诸暨期末）已知 f x( )的导函数 f  x( )，若满足 x f x( ) f ( )x  2x  x，且 f （1）1，则 f x( )的

解析式可能是（ ）

A． x2 xlnx  x B． x2 xlnx  x

C． x2 xlnx  x D． x2 2xlnx  x

12．（2018•攀枝花期末）设函数 f  x( )是奇函数 f ( )x x( R)的导函数，当 x  0时， f x( ) xlnx  f ( )x 0 ，

）则使得 2( 1x f) ( x) 0成立的 x的取值范围是（

A． (,1) (1,)

C． (1,0) (0,1)

B． (,1) (0,1)

D． (1,0) (1,)

）13．（2018•新余期末）定义在 (0,)上的可导函数 f x( )的导数为 f  x( )，且 (xlnx) f x( )  f x( )，则（

A． 2 f ( e )  f (e) (
1
)B． 2 f ( e )
e

  f

C． f (
1
)  2 f (

1
)

2 ee
(
1
)D． f (e)
e

  f

14．（2017•雁峰期末）设函数 f x( )是定义在 (0,)上的可导函数，其导函数为 f  x( )，且有 f2 ( )x x f (x)  2x ，

则不等式 (x 2016)2 (f x  2016) 4 f ( 2)  0的解集为（ ）

B． (0,2014)A． (2014,)

C． (0,2018) D． (2018,)
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15．（2018•澧县一模）设函数 f  x( )是函数 f ( )x x( R)的导函数，已知 f ( ) x f ( )x ，且 f ( )x f (4  )x ，

f (4)  0， f (2) 1，则使得 f x( ) 2ex  0成立的 x的取值范围是（ ）

A． ( 2 , ) B． (0,)

C． (1,) D． (4,)

16．（2018•安徽二模） y f ( )x 的导函数满足：当 x  2时， ( 2x f)( ( )x 2 f ( )x  xf ( )x ) 0 ，则（ ）

A． f (4) (2 5  4) ( 5) 2f f (3) B． (4) 2f f (3)  (2 5 4) (f 5)

C． (2 5 4) f ( 5)  2 (3)f f (4 ) D． 2 (3)f f (4)  (2 5 4 ) (f 5)

17．已知函数 f (x)在 R上存在导函数 f '(x)，若 f (x)  f (x)  2x3，且 x  0时 f '(x)  3x2  0，则不等式

）f (2x)  f (x 1)  7x3  3x2  3x 1的解集为（

A． (,1) B． )
3

(1,
1

C． ,)
3

(,1) (1 D． (,1) (1,)

18．（2019•广元模拟）设函数 f (x)在 R上存在导数 f '(x)，对任意的 xR，有 f (x)  f (x)  x2，且 x (0,)

时， f '(x)  x．若 f (2  a)  f (a)  2  2a，则实数 a的取值范围为（ ）

A． [1,) B． (,1] C． (,2] D．[2,)

19．（2018•南岗期末）设函数 f (x)在 R上存在导函数 f '(x)，对任意的实数 x都有 f (x)  f (x)  2x，当 x  0

时， f '(x)  2x 1．若 f (a 1)  f (a)  4a  2，则实数 a的取值范围是（ ）

A． [
1
,)

2
B． [

3
,)

2
C．[1,) D．[2,)

20．（2018•重庆期中）已知定义在 R上的函数 f x( )的导函数为 f  x( )， f (1)  2，且对任意 xR，

 12 (f x)  f (x)  2恒成立，若 f lna( )
e
( 2)
a

），则实数 a的取值范围是（

A． e( ,) B． (e2 ,) C． (0,e) D． (0,e2 )

21．（2018•河西期末）设函数 f (x)在 R上存在导数 f '(x)，xR，有 f (x)  f (x)  x2，在 (0,)上，

f '(x)  x，若 f (6 m)  f (m) 18  6m  0，则实数m的取值范围是 ．

22．（2018•秦州期末）已知函数 f x( )，x (0,  ) 的导函数为 f  x( )，且满足 xf x( )  2 f ( )x  3x xe ，f (1)  e 1，

则 f x( )在 (2, f (2))处的切线为 ．

23．（2018•新罗期中）设函数 f  x( )是奇函数 f ( )x x( R)的导函数，当 x  0时， xlnx f  x( )   f x( )，则使

得 2( 4x f) ( x) 0成立的 x的取值范围是（ ）

A． (2,0) (0,2) B． (,2) (2,) C． (2,0) (2,) D． (,2) (0,2)

24．（2018•德州期末）已知在 R上的可导函数 f x( )的导函数为 f  x( )，满足 f ( ) x f ( )x ，且 f x ( 5)为偶

）函数， f (10) 1，则不等式 f ( ) x ex的解集为（

C． (5,)A． (0,) B． (1,) D． (10,)

25．（2018•资阳期末）已知 f x( )是定义在 R上的偶函数，且
2

f (2) 
5
，当 x  0时， xf  x( ) f x( )  2（其中

）f  x( )为 f x( )的导函数）．则不等式 | |x f (x)  2 | |x 1 的解集为（

A． (2,0) (0,2) B． (,2) (0,2) C． (2,0) (2,) D． (,2) (2,)

26．（2018•红河州二模）已知函数 f x( )满足条件：当 x  0时，
2

f x( )
1
xf ( )x 1，则下列不等式正确的是

（ ）

A． f (1)  3  4 f (2) B． f (2)  3  4 f (4) C． f (1)  8  9 f (3) D． f (2)  4  3 f (4)

27．（2018•朝阳三模）已知 f x( )是定义在区间 (
1
,)上的函数，f  x( )是 f x( )的导函数，且 xf '(x) ln 2x  f (x)

2
(x 

1
)，

2
f
e
( ) 1，则不等式 f

ex
( )
2

2

 x的解集是（ ）

A． ( ,1) B． (1,) C．
1
( ,1)
2

D． (0,1)
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x

专题 2 构造 lnx 比大小比

秒杀秘籍：第一讲 由 (f x) =
ln x

引出的大小比较问题

如右图， (f x) =
ln x

x
图像性质，有以下结论：

（1） (f x) =
ln x

x
在区间(0,e)上单调递增，在区间(e,+¥)单调递减；当

x = e时，取得最大值
1

e
；

（2）极大值左偏， ( ) =f f (2 4)

（3）关于 ab与 a (b a > )b ，当 > >e a b > 0时， >a bb a，当 a b e> > 时， <a bb a ；口诀：大指小底．（大于 e

看指数大，小于 e看底数大）

证明：（1）函数的定义域为(0,+¥)， ¢(f x) 2x

-1 ln x
= = 0时，x = e， (f e) e

=
1
故 f (x)在(0,e)，(e,+¥ ¯) ；

2 4
f（2） ( )

ln 2
= =

2ln 2
= (2 4)f ，注意：只能比较 f (3)， f (4)， f (5)或者 f (0.7)， f (0.8)之类属于 e的

左边或者右边， ( ) =f f (2 4)涉及左右互换．

比较 ab 与 a (b a > )b ，即比较 lnb a与 lna b的大小，同除以 ab得到
ln a

a
与

lnb

b
，根据函数 (f x) =

ln x

x
的单调

性，即可判断．

【例 1】（2017•新课标Ⅰ）设 x、 y、 z为正数，且
x2 3 5 y z

，则（ ）

A． x2 3 y z5 B．5 2z x  3y C． y3 5 z x2 D． y3 2 x z5

【解析】 x、 y、 z为正数，令2 3 x y z5  k 1．lgk  0．则 x 
ln

ln 2

k ，
ln3

y 
ln k

，
ln5

z 
ln k．

ln3
3y 

3ln k，

2
ln 2

x 
2ln k，5z 

5ln

ln5

k． ln 2
=
ln 4

2 4
，且 ln 3 ln 4

> >
ln5

3 4 5
，故 >

5 4 2 3

ln5 ln 4 ln 2 ln3
= > ，3 2y x  5z．故

选 D.

【例 2】设
23

( )5
5

a  ，
3

5
b 

22
( )5 ， c 

2
( )5
5

，则 a，b， c的大小关系是（ ）

A． a c  b B． a b c  C． c a  b D．b c  a

【解析】由于 0
55

< <
2 3

< e 根据, “大指小底”原理可知
32

5 5( ) 
3 2

( )
55

，又因为
5

x

y
3æ ö

= ç ÷ç ÷

23

55

è ø
为单调减函数，( ) 

2 2
( ) ,
55

再根据冥函数
2

=y x 5 可知，
22

55( ) 
3 2

( ) ,
5 5

故选 A.

【例 3】设 a  0.60.6 ，b  0.61.5 ， c 1.50.6 ，则 a，b， c的大小关系是（ ）

A． a b c  B． a c  b C．b a c  D．b c  a

【解析】由于 0 0.< <6 1.5 e< ，根据“大指小底”可知：0.61.5 <1.50.6 ，又根据指数函数 y = 0.6x的单调性可知

0.61.5 0.60.6< <1 1.5< 0.6 ，故选 C.

【例 4】（2011•全国联赛河南赛区）若 a 
ln 2

2
，

ln3

3
b  ， c 

ln


，
ln 2.72

2.72
d  ，

10 ln10

20
f  ，则 a， b，

c， d， f 的大小（按从小到大）顺序为 ．

2 4 20 2 10 2 10 10
 ln 2

=【解析】 ln 4
,
10 ln10 ln10

=
2ln 1

=
0 ln 10
= ，由于 e 2.72< < 3 p< < 10 4< ，根据 (f x) =

ln x

x
在区间

(e,+¥)单调递减，\ <a f c< < b < d .

【例 5】（2017•唐山一模）已知 a b  0,a b ab ，有如下四个结论：① b e；② b e；③存在 ,a b满足 a b  e2；
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④ a b  e2 ，则正确结论的序号是（ ）

A．①③ B．②③ C．①④ D．②④

【解析】法一：根据 (f x) =
ln x

x
在区间(0,e)上单调递增，在区间(e,+¥)单调递减；当 x = e时，取得最大

值且极大值左偏，故（1）正确，（2）错误，再根据 ( ) =f f (2 4)，可知 2 4´ = 8 > e2 ，故（3）错（4）对.故

选 C.

法二：此题也可以参考对数平均不等式
ln -a ln 2

-a b
ab

b

a b+
< < ，令 ln lna b

  m,
ba

(1)

(2)

ma

mb

ln a 

lnb 




（1）+（2）

得 ln lna b  (m a  )b (3) ；（ 1 ） - （ 2 ） 得 ln lna b  (m a  )b m 
ln lna b

a b


， 代 入 （ 3 ） 得

1 aln + ln

ln -a ln 2 2

a + b b

b m m

a b-
= < = ， ln ab\ > 2，综上ab  e2 .

【例 6】（2018•衡水金卷）下列四个命题：① ln5 < 5 ln 2；② ln
e

p
p > ；③

11 <2 11；④ e3 ln 2 > 4 2 ；其

中真命题的个数是（ ）

A．1 B． 2

【解析】由 ln5
ln 2< Þ

ln 5
ln 2

2
=

ln 2 l
=
n 2

2255
<

C．3

，由于 2 5< < e时，与 ln 5
>
ln 2

25

D． 4

矛盾，故①不正确；

)
lnp

=
2ln

(ee
 2ln ep p

> >p
p p

> , ln\e >p ，故②正确；针对命题③，要比较 2 11与
2

11 ，即比较

11ln 2与 2ln 11，即比较
ln 2

2
与 ln 11

11

e

，而 e< <2 11不好比较，故要进行 ( ) =f f (2 4)转换，

ln 2 ln 4
= <

ln 11

42 11
，即 11 <2 11，所以③正确；针对命题④，要比较 e3 ln 2与4 2 的大小，即比较

3
2 ln 2 ln 8

2
×e = 2e 与 2 8 ，即比较 ln 8

8
与
1

e
的大小，根据 (f x) =

ln

x

x
最大值

1

e
，故

ln 8

8
<
1

e
，与命题矛盾，

④不正确；综上可得，故选 B.

x

【例 7】（2014•湖北）已知 为圆周率， e  2.71828...为自然对数的底数．

（1）求函数 f x( ) 
ln x

的单调区间；

x 2

（2）求 ,3 ,e e ,e e ,3  ,3 3
这 6个数中的最大数与最小数；

（3）将 ,3 ,e e ,e e ,3  ,3 3
这 6个数按从小到大的顺序排列，并证明你的结论．

【解析】（1）函数 f x( )的定义域为 (0,)， f x( ) 
lnx

， f x( ) 
1 lnx
x

当 f x( )  0，即0 x  e时，函数 f x( )单调递增；

当 f x( )  0，即 x  e时，函数 f x( )单调递减．

故函数 f x( )的单调递增区间为 (0,e)，单调递减区间为 e( ,)．

（2）e 3  ， eln3  eln ， lne  ln3

即 ln3  lne e， lne  ln3 ．

于是根据函数 y lnx， y ex ， y   x 在定义域上单调递增

可得3 e e   3， 3e e  3

故这六个数的最大数在 3 与 3 之中，最小数在3e与 e3 之中．

由e 3  及（1）的结论得

f ( )  f (3） f (e)
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即
3

3

ln lne

e
ln

  ，由
3

3

ln

ln


，得 ln 3  ln3

3   3 ；由
3

3

ln lne

e
 ，得 ln3e  lne3

3e  e3．综上，6个数中的最大数是 3 ，最小数是3e ．

（3）由（2）知， e e   33 3  ，3e  e3 ，又由（2）知，
ln


lne

e
，得 e  e

故只需比较 e3 与 e和 e 与 3的大小．

由（1）知，当 0 x  e时，
e

f (x)  f (e) 
1
，即

lnx

x e

1
．

在上式中，令 x
2


e

，又
e2

 
 e，则

2


e e

ln
 

，从而 2 ln 
e


，即得 ln


2 

e
．①

由①得，
2.72

) 2 .7 (2  0.88)  3.024  3
3.1

eln


e( 2
e
) 2 .7 (2 

即 eln  3，亦即 ln e  lne3

e3  e．

又由①得， ln3 


 6
3e

 6 e   ，即3ln  ， e   3 ．

综上可得，  e ee e  3 33 3 

即 6个数从小到大顺序为3e， e3， e ， e ， 3 ， 3 ．

达标训练

1．（2018•烟台期中）设 a 
ln 2

2

ln3

3
，b  ， c

e

1
，则（ ）

A． c  a  b B． c  b  a D．b  a  c

2．（2005•全国卷Ⅲ）若 a 
ln 2

2
，b 

ln 3

3
，

ln5

5
c 

C． a  b  c

则（ ）

A． a b c  B． c b  a C． c a  b D．b a c 

3．（2016•广州模拟）设 a  0.70.4 ，b  0.40.7， c  0.40.4，则a，b， c的大小关系为（ ）

A．b a c  B． a c  b C．b c  a D． c b  a

4．（2017•襄阳期末）已知 2

1

)
3

a  (
1

， 3

1

)
2

b  (
1

，
3

log
1

2

c  1 ，则（ ）

B． a  c  b D．b  a  cA． a  b  c

5．（2006•希望杯）已知
11

( )5
4

a  ，
11

( )4
5

b  ， 2

2

4 log

5log

b
c

a


C． c  a  b

则a，b， c的大小关系为（ ）

A． a b c  B．b a c  C． c a  b D．b c  a
26．（2016•云南二模）已知函数 f x( ) ln( 1 1
x 2 1

  x2 x )   ，
ln3
( )
3

a f ，
ln5
( )
5

b f ，  c f (2  )．下列

结论中正确的是（ ）

A．b a c  B． c a  b C．a b c  D． c b  a

7．（2001•上海卷）用计算器演算函数
lg x

y x(
x

 ）1)的若干个值，可以猜想下列命题中的真命题只能是（

A． y 
lg x

x
在 (1,)上是单调减函数 B． y 

lg x

x
在 (1,)上的值域为 0,




lg3

3



C． y 
lg x

x
在 (1,)上有最小值 *D． li


m


y
lg

n

n
 0, n N

n
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8．（2017•新疆一模） a，b， cR且 2a  3b  6c ，记 x  2a， y  3b， z  6c，则 x， y， z的大小关系

为（ ）

A． y  x  z B． x  y  z C． z  x  y D． x  z  y

9．（2015•希望杯）比较 e2和 2e的大小，结果是 e2 e2 .（填“>”、“<”或“=”，其中 e是自然对数的底数）

10．（2013•浙江数学竞赛）已知数列{n },n n 1,2,...,则数列中最大项的值为 ．

11．（2013•北京卷）设 l为曲线 :C y 
ln x

x
在点 (1,0)处的切线．

（1）求 l的方程；

（2）求证:除切点 (1,0)之外，曲线C在直线 l的下方．

12．（2013•江苏卷）设函数 f ( ) lnx x  a ，x g( )x ex  ax其中 a为实数．

（1）若 f x( )在 (1,)上是单调减函数，且 g x( )在 (1,)上有最小值，求 a的取值范围；

（2）若 g x( )在 ( 1 , )上是单调增函数，试求 f x( )的零点个数，并证明你的结论．

13．（2014•江苏卷） 已知函数 f ( )x ex  e x ，其中e是自然对数的底数．

（1）证明： f x( )是 R上的偶函数；

（2）若关于 x的不等式mf x( )ex m 1在 (0,)上恒成立，求实数m的取值范围；

（3）已知正数 a满足：存在 x0 [1,)，使得 3
0 0 0f ( )x a(  x 3x )成立，试比较 ea1与 ae1的大小，并证明

你的结论．

专题 3 对数单身狗，指数找基友

第一讲 对数单身狗，指数找基友原理

x 
1

x
设 f x 为可导函数，则有 f x ln x f x     ln x  f   ，若 f (x)为非常数函数，求导式子中含有 ln x，

这类问题需要多次求导．处理这类函数的秒杀技巧是将 ln x前面部分提出，就留下 ln x这个单身狗，然后研

究剩余部分，这类方法技巧叫对数单身狗．

¢
设 f x 为可导函数，则有(e f ( )x )- =x xe f (- )x

¢
，若 f (x)为非常数函数，求导式子中还是含有 ex，针

对此类型，可以采用作商的方法，构造 ( ) ( ) ( )
êë û

x x

f x ¢ù f x¢ - f x

e e

é
ê

ú
=ú ，从而达到简化证明和求最值的目的，ex总在

找属于它的基友，此类方法技巧俗称指数找基友．

【例 1】已知 f ( ) =x x ln x，若 (f x)
2
(aa

ax2³ + ¹ )0 .在 xÎ(0,+¥)上恒成立，求 a的最小值．

【思路分析】令
2
,F x   ln x 1 2ax.
a

F x   x ln x  ax2  ，如此研究 F x 最小值有点复杂，为了避免求导

后出现 ln x可以先“清除” ln x前面的因式，实现“对数单身狗”．

a

2







【解析】设 F x   x ln x  ax2  
ax

x

ln x  ax 

2 ， g x  0 ln x  ax 
2
a 

ax
，题目等价于 g x   0恒成立，

即 g x min  0， g x 
2

2 21

ax

aa
a 

x 








x 





 

  ，① a  0时， 1   a  2
 0g ，不合题意；

② a  0时， g x 在






a
0，

1

 ，在 

 




 1

,  
a

. g x  0
1

min 
 





 g
a

a

，即 0  a  e3．



【例 2】判断 f ( )x
ln x

x
= - +x 1零点个数．

【解析】 f x 
x

x  x  x2


ln

，令 g x   ln x  x 2  x g ' x   2x 1  x  1
xx

x

x

1

1
 2x 1

 2 2


 x 

g x 在 0,1 ， 1,   g 1   0. 所以 g x 在 1, 仅有一个零点

【例 3】求证：（1）（2018•新课标 II卷）
x ³e x2 +1（ x ³ 0）；（2） x ³e ex；（3）

2x ³e ex (+ -x 1) （ x ³ 0）

（1）【证明】指数函数中典型的“指数找基友”模型，（1）要证 xe x2³ +1，只需证
2 1

1
x

x

e

+
£ ，令

2 1
x(f x) =

x

e

+
，

) (x - )
22 112

0
x x

-x x¢(f x
e e

-
= = - ，故£ f (x)¯，由于 f ( ) =0 1，故

2 1
1

x

x

e

+
£ ，即证；

x(f x) =
ex

e
（2）令 ， ¢(f x) = x

)(1-e x

e
，当 x >1时， ¢(f x) < 0；当 x <1时， ¢(f x) > 0， max(f x) f ( )= =1 1，故 1

x

ex

e
£ ，

x ³e ex即证；
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注意： y = ex即为 y = ex 在点(1,e)处的切线，属于 xe x³ +1的代换模型题，将 x -1替代原来的 x即可；关

于此类替换，还有
2

2

4

ex ³e x （用
2

x
替换 x），两函数在点(2,e2)处相切；

3e3

27
x ³e x （用

3

x
替换 x），两函

数在点(3,e3)处相切．

（3）令 (f x) =
ex (x+ -1)

2

xe
， ¢(f x) = - (x )- ( )1 3

x

+x e

e

- ， ¢(f x) = 0时， x1 3= - e， x2 =1故 f (x)在区间

(0,3 e)(1,- + )¥ ¯，在区间( - e3 , )1 ，由于 f ( ) =0 1且 f ( ) =1 1，故
1)

2

1
xe

x (e x+ -
£ 对 x [0,Î +¥)恒成立．

【例 4】（2016•新课标Ⅱ卷）当 x > 0时，求证：( )x ex- £ x2 2+ ．

【证明】显然当 x ³ 2时，不等式成立，当 x£ <0 2时，令 ( ) x (2 -e x)
2x +

f x = ， f ( )
2

2
0

2 x

x

)x e
¢ x = >

( -
恒成立，

min
故 f (x)在区间[0,2)， (f x) f ( )= =0 1，故当 x > 0时，( )x ex- £ x2 2+ ．

x

k

xxx
【例 5】（2011•全国 II卷）若不等式

ln x

1

ln x


 11

在 x  0时且 x 1时恒成立，求 k的取值范围．

【解析】由题意得
2

ln 1
+ -

ln 2 1
> Þ -0 ln 0

11 1

x
-

x k k

x x x x x x

-
× x + >

-+ -
2ln 1  x  1  0

1

1
2  














 
x

x  k
x

，令

k 1 






   x 
x

f x   2ln x 1
，即


 k 1 x  11

01

010 2
2

 2x  k 


 

 x 

x
f 'x

f xx

f x
，

，
， f ( ) =1 0，f (' 1)£ 0

kÞ £ 0．下面讨论 k在所有的取值范围的情况：①当 k  0时，k 1 x2  2x  k 1 0恒成立，即 f ' x   0，

x1 , x2 x1  x2 ， f x 在f (x) ．满足题意；②当 ，k f1 '³ ³( )x 0，不合题意；③当 0  k 1时，函数有零点

x1，1 ， f x   f 1  0，不合题意．

【例 6】（2016•新课标 I卷）已知函数 f x( ) (x  2)ex  a(x 1)2有两个零点 x1, x2，求 a的取值范围．

【解析】由 f x( ) (x  2)ex  a(x 1)2  0得： = (x - )
2

11
x 2a e ( - )x

(x¹2)，当 x = 2时，当a = 0时，有仅有

f ( ) =2 0；令 (g x) = (x - )
2

1
x 2e ( - )x

，易知在 x > 2时， (g x) < 0，当 x < 2时， ( ) =
( )

x

- ( )2

2

1 5

(2
x -x 4x

¢g x
e - )x

+
，易知 x =1时，

¢(g x) = 0，故 g(x)在区间(-¥,1)¯，在区间(1,2)，
min(g x) g( )= =1 0，且在 x® 2以及 x® -¥时，

(g x)® +¥，故① 1

a
Î(0,+¥)时，即 a > 0， f x( ) (x 2)ex  a(x 1)2有两个零点，且 21 < <x x <1 2；②



当
1
 (,0)
a

时， f (x)  (x  2)ex  a(x 1)2，有仅有一个零点，且 x  2，不合题意；③ a  0时仅有一个零

点，且 x  2，不合题意，综上， a  0．
【例 7】（2018•新课标Ⅲ卷）已知函数 f ( ) (2 x x  2 )ax (1ln  )x  2 ．若x a  0，证明：当   x 1 0时，

f x( )  0；当 x  0时， f x( )  0．

【证明】当 a  0时， f ( ) (2 x x) (1ln  )x  2 ，x x  ( 1)．由于 x + >2 0，故令 (g x) ln(1= + x)
2

2

x

x
-

+
；
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2x  x x  x2 2 

21 4
g x(

1 1 2

x
)    ，故 xÎ( 1,- +¥)时，g ( )  0x g  x ， g( ) =0 0\当   x 1 0时，

g x( )  0；当 x  0时， g x( )  0，故当   x 1 0时， f x( )  0；当 x  0时， f x( )  0．

【例 8】（2017•新课标Ⅱ卷）已知函数 f ( )x a 2x  ax  xlnx，且 f x( )0．
（1）求 a；

2
0（2）证明： f x( )存在唯一的极大值点 x0 ，且 e f2 ( )x  2 ．

【解析】（1）因为 f x( ) ax2  ax x lnx x (ax a l nx)(x  0)，则 f x( )0等价于 h x( ) ax  a  lnx0，由

于 h(1)  0，所以 h x( )0等价于 h x( )在 x  0时的最小值为 h(1)，所以等价于 h x( )在 x 1处是极小值，求导

可知 h
x

x( )  a 
1
，所以 h x( ) (

1
)min h
a

 ，所以
1

1
a
 ，解得 a 1；

（2）证明：由（1）可知 f ( )x x2  x  xlnx， f ( )  2x x  2  lnx，令 f x( )  0，可得 2 2 x lnx  0，记

t x( ) 2x  2  lnx，则 t
x

x( )  2 
1
，令 t x( )  0，解得： x 

1

2
，所以 t x( )在区间 (0,

1
)

2
上单调递减，在 (

1

2
，

2
)上单调递增，所以 t x( )min t(

1
)  ln2 1 0 ，从而 t x( )  0有解，即 f x( )  0存在两根 x0 ， x2，且不妨

0设 f  x( )在 (0, x )上为正、在 0(x ， 2x )上为负、在 2(x ， )上为正，所以 f x( )必存在唯一极大值点 x0 ，且

002 2 x lnx  0 ， 所 以 2 2 2 2
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0f ( )x x  x  x lnx x  x  2x  2x  x  x ， 由 x0

1

2
 可 知

2
00 0 2

1 1 1
)

22 4maxf x( ) (x  x     ；由 f
e

1
( )  0可知 0

1

2
x

e
 
1

，所以 f x( )在 0(0, x )上单调递增，在 0(x ，
1
)
e

0 2
上单调递减，所以 f x( ) f (

1
)
e

e

1
；综上所述， f x( )存在唯一的极大值点 x0 ，且 2

0e f2 ( )x  2 ．

【例 9】（2017•新课标Ⅰ卷）已知函数 f ( )x a 2e  (a 2 )x xe  x．

（1）讨论 f x( )的单调性；

（2）若 f x( )有两个零点，求 a的取值范围．

【分析】（1）求导，根据导数与函数单调性的关系，分类讨论，即可求得 f x( )单调性；（2）可以根据第一

问的结论来求，但此题出现了 e2x和 x之间的关系，故可以利用指对互换原理，简化讨论和运算，令 x =e t ，

则 lnx t(= >t 0)，从而构造 f ( )t a 2t= +(a - )t2 l- n t，这样对数单身狗模型立即形成．

【解析】（1）由 f ( )x a 2e  (a 2 )x xe  x，求导 f x( )  2a 2e  (a  2)x xe 1，当 a  0时， f x( )  2 xe 1 0，

当 xR， f x( )单调递减，当 a  0时， 1)
2

2 x )(
1
exf x( )  (2e 1)(ax xe a(e

a
    )

1
，令 f x( )  0，解得：

x ln
1

a
 ，当 f x( )  0，解得： x  ln

1

a
，当 f x( )  0，解得： x ln,

1
)

a a
 ln

1
， x  ( 时， f x( )单调递减，

x (ln
1

a


2
，)单调递增；当 a  0时， f x( )  2a(e  )(

1x xe
a

 )
1

 0，恒成立，当 xR， f x( )单调递减，

综上可知：当 a0时， f x( )在 R单调减函数，当 a  0时， f x( )在 ( , ln
1
)
a

是减函数，在 (ln
1

a
，)是增

函数；

（2）若 a0时，由（1）可知： f x( )最多有一个零点；当 a  0时， f ( )x a 2e  (a 2 )x xe  x，令 x =e t ，

则 lnx t(= >t 0)， f ( )t a 2t= +(a - )t2 l- n t，当 t 0时， f t( )，当 t， f t( )，函
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数有两个零点时，f t( )的最小值小于 0即可，由 2 2 1t a t 1f t( ) 2a t a  t
tt

1
  ，

f t( )  0时，t =
1

a，

f t 在
1
)故 ( ) (0,
a

是减函数，在 (
1

a
， ) 是增函数，

2
( ) a (
1 1

 ) (a 2)  l
1

n
1

)f t( min f
aa a a

  0 ，

 1  ln
1 1

a a
 ，即0 ln

1
 
1

1 0 ，设m 
1

a a a
，则 g m( ) lnm m 1 ， m ( 0 ，) 求导

m
g m( ) 

1
1，由 g（1）

 0， m 
1
1，解得： a 0 1，a的取值范围 (0,1)．

a
注意：对数单身狗和指数找基友，在很多情况下是等同的，指数换成对数，就要“单身狗”，同样对数换成

指数，则要“找基友”．

【例 10】（2014•辽宁卷）已知函数

( ) ( )( ) (
8

cos
3

f x = x x- x 2p+ - sin x 1+ ), (g x) (x= - p)
2

3
æ

c xos - (4 1+ s x)in xln ç3 .
x

p
-

ö
÷

è ø

（1）证明：存在唯一 ,使f x   0;
20 


0, 





x



（2）证明：存在唯一    0,且对 1   .,
2 10011 








x  中x 有x  x使g x

【证明】（1） f x    x x  时，f x   0.故f x 当x
2

0,cos x,
3

2
2sin1 







  2x  


在区间 







2
0,


上

单调递减.由于 f 0  0,
32

0,
3

8
  2 

16








    f 故存在唯一 







2

0,0


x ，使得 f x  0.0  命题得证.

（3）欲证 x0  x1   ，只需 x0    x1，令 t    x，则 y  g x 零点 x1和

(h t) 3t cos t 4(1- sin+ t) ln(1
p

=
2t

+ )零点 t0 满足 0t   x,，于是转化为证明
0x0  t ，

(h t) 3t cos t 4(1- sin+ t) ln ,
öæ

= 1ç ÷ç ÷
2

p

t
+

øè
由于对数部分 ln 1+ç ÷ç ÷

2

p

t öæ

øè
不是单身狗，故将 (1 sin t)除去，构造

  h t 
t

F t
1 sin

与 h t 零点相同．经过计算整理得

( ) ( )

( )
2

+1 sin
23

f t
'F t

p
=

æ ö
t çt + ÷
è ø

，故 F t 在 ，x  .
2

0 00  






,  x ,
 由于F 0   0. 0.0F x   .

200


x  t 

结论：关于恒成立或零点问题时，将指数 ex作为分母构造“找基友”模型，对数部分 ln(mx + n)一定要除

去所有与其相乘的函数，构造“单身狗”模型.解题达到事半功倍的效果．

达标训练

1．（2018•新课标Ⅲ卷）已知函数
2 1

f x( ) 
ax x 

．
ex

（1）求曲线 y f ( )x 在点 (0,1)处的切线方程；

（2）证明：当 a1时， f ( ) x e0．
1

2
 y x垂直．2．（2018•郴州期末）已知函数 f ( ) x axlnx图象上在点 (1, f (1))处的切线与直线

（1）求函数 f x( )的解析式；

（2）若对所有 x1都有 f x( ) mx  20，求实数m的取值范围．

3.（2017•浙江卷）已知函数 f x( ) (x  2x 1)e x (x1

2
)．

（1）求 f x( )的导函数；

（2）求 f x( )在区间 [
1

2
， )上的取值范围．

4．（2016•山东）设 f ( )x xln x a 2x ( 2a 1 )x， a R．

（1）令 g( )x f ( )x ，求 g x( )的单调区间；

（2）已知 f x( )在 x 1处取得极大值，求正实数 a的取值范围．
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5．（2018•醴陵期末）已知函数 f x( ) bxlnx  3(b 0 )， f '(e)  4， g( )  x x2  a ．x

（1）求函数 f x( )的极值；

（2）若对 x  (0,)有 f x( )  g(x)0恒成立，求实数 a的取值范围．

6．（2014•福建理科卷）已知函数 f ( )x ex  ax(a为常数）的图象与 y轴交于点 A，曲线 y f ( )x 在点 A处

的切线斜率为 1．

（1）求 a的值及函数 f x( )的极值；

0（2）证明：当 x  0时， x2  ex；（3）证明：对任意给定的正数 c，总存在 x0 ，使得当 x (x ， )时，

恒有 x2  cex．

7．（2018•新课标卷Ⅰ）已知函数 f ( )x a xe  lnx 1 ．

（1）设 x  2是 f x( )的极值点，求 a，并求 f x( )的单调区间；

（2）证明：当 a
1

e
 时， f x( )0．

8．（2014•四川卷）已知函数 f x( ) ex  ax2  bx 1，其中 a， b R， e 2.71828 为自然对数的底数．

（1）设 g x( )是函数 f x( )的导函数，求函数 g x( )在区间[0,1]上的最小值；

（2）若 f 1  0，函数 f x( )在区间 (0,1)内有零点，求 a的取值范围．

专题 4 破解洛必达法则之隐零点护航法
第一讲 洛必达(L’Hopital)法则

洛必达法则在一定情况下通过分子分母分别求导再求极限来确定未定式值的方法，对于处理一类含参数不

等式恒成立的导数问题有一定的作用．

洛必达法则 1：设① ( ) ( )
0 0

0lim 0,lim
®x x

f x g x
x x®

= ，②= f  x , g  x 存在，且 g x   0，③ ( )
)0

lim
®x x

f ¢ x

g¢(x
存在，则

( )
)

( )
)0 0

lim lim
®x x

f x ¢f x

g(x ¢g (xx x®
=

洛必达法则 2：设① ( ) ( )
0 0

lim ,lim
®x x

f x g x
x x®

= ¥ =¥，② f  x , g  x 存在，且 g x   0，③ x 
g x xx 
f 

lim
0

存在，则

x  x 
g x gx

f

xxxx 
f 

lim  lim
00

洛必达法则的应用：若
x 

0g x
k 

f

  x  x ，令 ( )
0

0lim
®x x

f x
p

)
(x ³ x

(g x
= )，此时 00f x   0, g x   0，故

( )
) )

( )
00 0

0lim lim lim
®x x

f x
p

)
( )x ³ x

(g x g¢(xx x® x x®

f (x)¢ f ¢ x¢
=

g (x¢¢= = ，故当 k  p时 0g x

x
k 

f

 
 

x  x 恒成立．

若
x 

0x  x
gxk 
f

  恒成立，令 ( )
0

0lim
®x x

f x

)
(xp )³ ，此时x

(g x
= 00f x   0, g x   0，故

( )
)

( )
)

( )
0 0 0

0lim lim lim
®x x

f x f x
p

)
( )x ³ x

(g x x x® x x®

f x¢ ¢¢
=

g (x¢ g¢ (x¢= = ，故当 k  p时 0g x

x
k 

f

 
 

x  x 恒成立。

注意：① ( )
)

( )
)

( )
0 0 0

0lim lim lim
®x x

f x f ¢ x
p

)
( )x ³ x

(g x g¢(xx x® x x®

f x¢¢
=

g (x¢¢== 求导直到分母为非零数；②分母不为零后，不能再

求导；③
x 


x 
g x 
f

gx
f 

， 出现繁分式一定要化简．

【例 1】（2010•新课标卷）设函数 f x   ex 1 x  ax2  0对 x0,恒成立，求实数 a的取值范围．

分析：
2

21
x

xe
f x   e

x 1x   x  ax  0 a  x  0 ，属于
0

0
类型，故可以利用洛必达法则求出 a

的取值范围． f x 
2

22 01
x

xe
 e

x 1x   x  ax   ex 1 x  ax  a  ，令
2

0

1
lim

x

x

e x
p

x®

- -
= ，根据洛

必达法则，
2

0 0 0

- -1 1 1

2 2 2lim lim lim
x x x

x x x

e x e e
p

x x® ® ®

-
= ，故== = 2

a 
1
．



f  x   ex  2a  0对 x0,恒成立，故 f  x   ex  2ax 1在区间 x0,单调递增，故 f  x   0

恒成立，同理可得， f x 在区间 x0,单调递增，故 f x   0恒成立。综上所述，a 
1
．

2

隐零点护航法：洛必达法则推出结果后，一定要履行“参变不分离”的策略，符合洛必达求出结果的区间

证明恒成立，不符合洛必达求出结果的区间推矛盾，而推矛盾要引入一个“隐零点” x0，故称为隐零点护

航法．

【例 2】（2016•新课标Ⅱ卷）已知函数 f x( ) (x 1)lnx  a(x 1)．

（1）当 a  4时，求曲线 y f ( )x 在 (1， f （1） )处的切线方程；

（2）若当 x (1,  ) 时， f x( )  0，求 a的取值范围．

【解析】（ 1）当 a  4 时， f x( ) (x 1)lnx  4(x 1) ． f （ 1）  0 ，即点为 (1,0) ，函数的导数

f
x

x( )  lnx  (x 1)1  4，

则 f （1） ln 1 2  4 2  4 2，即函数的切线斜率 k f （1） 2，则曲线 y f ( )x 在 (1,0)处的切线

方程为  2(y x 1)  2 x 2；

（2）【分析】参变分离得
( )

1

x +1 ln x
a

x
<

-
，由于 x®1时，属于

0

0
模型，故可用洛必达法则秒出答案再来个

( + )
1 1

1
+ ln1 ln

lim lim 2
11 xx

x
xx x x

x ®®

+

“隐零点护航法”写过程， a < = =
-

，由于 x¹1，故 a £ 2（端点取不到，

等号来辅助），洛必达法则就是参数和变量的“结婚证”，隐零点护航就充分说明这一点；

x
II( ) f (x) (x 1 l) nx  a(x 1)， f ( ) =1 0 f ( ) 1

1
x l nx ，且a f ¢( )1 2= - a；

2

x 1
x

 f x( )  ，

 x 1， f x( )  0， f  x( )在 (1,)上单调递增， f ( ) x f （1） 2  a．

① a2， f ( ) x f （1）0， f x( )在 (1,)上单调递增， f ( ) x f （1）  0，满足题意；

② a  2，存在 x0 (1,  ) ， 0f x( )  0，函数 f x( )在 0(1, x )上单调递减，在 0(x ，)上单调递增，由 f (1)  0，

可得存在 0x (1,  ) ， 0f x( )  0，不合题意．综上所述， a2．

【例 3】（2015•山东）设函数 f (x)  ln(x 1)  a(x2  x)，其中 aR．

（1）讨论函数 f (x)极值点的个数，并说明理由；

（2）若x  0， f (x)  0成立，求 a的取值范围．

【解析】（I）函数 f（x）=ln（x+1）+a（x2﹣x），其中 a∈R，x∈（﹣1，

+∞）． f  
1

12
2

1

1 2


 ax  a 

 ax  a 


 x 
x

ax

x
令 g（x）=2ax2+ax﹣a+1．

（1）当 a=0时，g（x）=1，此时 f′（x）＞0，函数 f（x）在（﹣1，+∞）上单调递增，无极值点．

（2）当 a＞0时，△=a2﹣8a（1﹣a）=a（9a﹣8）．

①当
9

0  a 
8
时，△≤0，g（x）≥0，f′（x）≥0，函数 f（x）在（﹣1，+∞）上单调递增，无极值点．

由于在高考中洛必达法则不能出现在试卷上（只给答案分），故可以采用“隐零点护航法”破解，如下：

【解析】求导得： f  x   ex 1 2ax， f  x   ex  2a， f 0   e0 1 0 a 02  0
f  0   0，f  0  1 2a①当1 2a  0时， 0 +¥$ = ln 2x aÎ[0, ),使 f  x   00 。故当 0x 0, x 时，

f  x   0，f  x 为单调减区间，由于 f  0   0，故当 0 0x 0, x 时，f x   0 ,即 f x 在区间 0x 0, x 单
调递减，由于 f 0   0，故在区间 0 ②x 0, x 时， f x   0，与题设矛盾． 当1 2a  0时，

第 五 章 导 数
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②当
9

a 
8
时，△＞0，设方程 2ax2+ax﹣a+1=0的两个实数根分别为 x1，x2，x1＜x2．

∴当 x∈（﹣1，x1）时，g（x）＞0，f′（x）＞0，函数 f（x）单调递增；当 x∈（x1，x2）时，g（x）＜0，

f′（x）＜0，函数 f（x）单调递减；当 x∈（x2，+∞）时，g（x）＞0，f′（x）＞0，函数 f（x）单调递增．因

此函数 f（x）有两个极值点．

（3）当 a＜0时，△＞0．由 g（﹣1）=1＞0，可得 x1＜﹣1＜x2．∴当 x∈（﹣1，x2）时，g（x）＞0，

f′（x）＞0，函数 f（x）单调递增；当 x∈（x2，+∞）时，g（x）＜0，f′（x）＜0，函数 f（x）单调递

减．因此函数 f（x）有一个极值点．

综上所述：当 a＜0时，函数 f（x）有一个极值点；当
9

0  a 
8
时，函数 f（x）无极值点；当

9
a 

8
时，

函数 f（x）有两个极值点．

（Ⅱ）【分析】当 x x 1
x  x

a x



2

0,1 , x2 0,故
ln

，属于
0

0
类型， ( )

2 00

1
lim lim 1

12 1xx
a

® -x x ®

ln x 1+- -
£ ==

( x )(x- )+
；

当 x    1
x  x
x

ax  x


  
2

2,1, 0,故
ln

，由于
( )
2

ln x 1
0

-x x

+-
< ，当 x时，为




类型，

( )
2

1
lim lim 0

2 1 1xx

x
a

®+¥ -x x ®+¥ ( x x

- ln 1+ -
³ = =

)(- )+
， a\ Î[0,1]．

【解析】 f ( ) =0 0，  ax  af x  2
1

1
， f ¢( )0 1= - a； f ( )

+ )
2

1
2

1
¢¢ = -x a

x  (x
+ ， f ¢¢(x)

当 a  0时，令 h x   lnx 1 x， h x  0
1

1
1

1







x

x

x
    ，故 h x   h0  0

由于 ln x 1   x，故 f x  1 ax ax2  ，由二次函数性质可知与 f x   0矛盾，故舍去；

当1 a  0时，即0  a 1，此时 f x  a x 
0

1

12

1

12
2

1

1 8
92

4
12




  a 


x 
 ax  a 

 ax  a 



x

ax

x
恒

成立，故 f x 在区间 0，单调递增， f x   f 0  0恒成立；

当1 a  0时，即 a 1， 0 0x 0,,使 f x   0。故当  0, 0x x 时， f  x   0， f x 为单调减区

间， f x   f 0  0，与题设矛盾。综上， a 0,1 ．
总结：证明矛盾需要切线放缩，常见的有 ex  x 1， x  ln x 1 。遇到 ex时，由于此函数为凹函数，且

在 x®¥时，爆炸递增厉害，则 x®¥时，一定有
x >e a nx ；而 ln x是个凸函数，在 x®¥时，递增缓

慢，则 x®¥时，一定有 ln x < axn，所以一旦出现 ln x > axn恒成立时，除了洛必达法则算出的答案外，

还一定有 a < 0．

第二讲 泰勒•麦克劳林冥级数展开式与放缩法

ex的麦克劳林（Maclaurin）展开式： ex  
x

x

 
!1! 2!

1
2

n

xn

当0  x 1时，有
x

x  x


 x  ex    xn  
1

1
11 2  ，即 ln 1

x
 x  x 

1
ln

1
①

将式中 x用
x

x

1
替换，可得 x

x

x

x

x

x
x

 ln 1






  11

ln
1

1 1

②

1
1

1
x 




x
④； ln 1 x   x x  1

1


 x
x

⑤ ③综上可推出三个加强型不等式：1 x  ex③；ex

④⑤中等号当仅当 x  0时成立．

【例 4】（2010•全国卷Ⅱ）设函数 f (x) 1 ex．

（1）证明：当 x  1时，
1

(x)
x 


x

f ；

（2）设当 x  0时，
1

)



x

f (x ，求 a的取值范围．
ax

分析：（Ⅰ）由于 ex 1 x，故
x

e


x 
1

1
，即

11

1
1





 ex 1

x

x

x
（等号当仅当 x  0时成立）；

（2）设当 x  0时，
1

)



x

f (x ，求 a的取值范围．
ax

分析：（Ⅰ）由于 ex 1 x，故
x

e


x 
1

1
，即

11

1
1





 ex 1

x

x

x
（等号当仅当 x  0时成立）；
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（Ⅱ）
1

1


 ex 
ax

x
对 x0,恒成立，显然1 ex  0，故 0

1


ax 
x

，即 ax 1 0，故 a  0，分

离变量可得
x 1

1 ex 


x

x e
a

xe
，当 x 0时，属于

0

0
型，

( x - )0 0

1 1 1
lim lim

2 21

x

x x

xe - e x
a

® xx e®

x + +
£ = =

+
．

【解析】（Ⅰ）当 x＞﹣1时，要证 f（x）≥
x

1 x，
当且仅当 ex≥1+x，令 g（x）=ex﹣x﹣1，则 g'（x）=ex﹣1，

当 x≥0时 g'（x）≥0，g（x）在[0，+∞）是增函数，当 x≤0时 g'（x）≤0，g（x）在（﹣∞，0]是减函数，于

是 g（x）在 x=0处达到最小值，因而当 x∈R时，g（x）≥g（0）时，即 ex ≥1+x，所以当 x＞﹣1时，f（x）

≥
x

x

1
故

x
ex



1

1
，即

11

1
1





 ex 1

x

x

x
；

（Ⅱ）要使
1

1


 ex 
ax

x
对 x0,恒成立，显然1 ex  0，故 0

1


ax 
x

，即 ax 1 0，故 a  0，

令F x  1
1
 ex 



ax

x ，   01
10

0
0

 e0  
 


a

F ，F x 
 1

ex
ax




  2

1
， F  0   0

x 
ax 1

ex
a

 F  2

2 ，F  0  1 2a；F ( )
(ax + )

2

3

4

1
xa¢¢¢ x = -e- ， ¢¢¢( )0 4F a2= -1，x®¥， ¢¢¢(F x) > 0

①当1 2a  0时，F¢¢¢( ) >0 0，  0x 0, ,使F  x   00 。故当  0, 0x x 时， 0F  x   0， f  x 为
单调减区间，由于 F  0   0，故当  0, 0 0x x 时，F x   0 ,即 f x 在区间 0x 0, x 单调递减，由于

F 0   0，故在区间 x 0, x 0 时， f x   0，与题设矛盾．

②当1 2a  0时，F  x   0对 x0,恒成立，故F  x 在区间 x0,单调递增，故 F  x   0恒

成立，同理可得，F x 在区间 x0,单调递增，故F x   0恒成立。综上所述，
2

0  a 
1
．

1 x
【例 5】（2015•北京卷）已知函数 f x( )  ln

1 x
．

（1）求曲线 y f ( )x 在点 (0， f (0))处的切线方程；

（2）求证，当 x (0,1)时，
3

)
3

f x( ) 2(x 
x

；
3

（3）设实数 k使得 f x( )  k( )
3

x
x

 对 x (0,1)恒成立，求 k的最大值．

【分析】（1）利用函数的导数求在曲线上某点处的切线方程．（2）构造函数利用函数的单调性证明命题成

立．

（3）根据洛必达法则
( + x)

2

3 20 0

21
ln 1

lim 1 lim 2
1x x

x
xk

x
x x® ®

+

-< = =
+

+

，由于 x¹0，故 k £ 2．

3

【解析】（1）因为 f ( )x ln(1  x)  ln(1 x)所以 f x( )  1 1
, f (0) 2 ，又因为 f (0)  0，所以曲线

y f ( )x 在点 (0， f (0))处的切线方程为  2y x．

（2）证明：令
3

)
3

g x( ) f x( )  2(x
x

 ，则
2

2
2

)
1

x
g x( )  f (x

x
2 (1 x )

2



，因为 g x( ) 0(0  x 1)，所以 g x( )

在区间 (0,1)上单调递增．所以 g x( ) g(0)  0， x (0,1)，即当 x (0,1)时，
3

)
3

f x( ) 2(x 
x

．

1 1x x 

（3）由（2）知，当 k2时，
3

)
3

f x( ) k(x 
x

对 x (0,1)恒成立．令
3

)
3

h x( ) f x( )  k(x
x

 ，则

4

2

2)

1
h x( ) 

kx

x

k( 


当 k  2时，当 40 x 
k 2

k


时， h x( )  0，因此 h x( )在区间 (0, 4

k  2
)上单调递减．当

40 x 
k 2

k


时， h x( ) h(0)  0，即

3

x( )  k( )
3

f x
x



k

．矛盾．综上所知， k的最大值为 2．



【例 6】（2017•新课标Ⅱ）设函数 f ( ) (1 x x2 ) x．e

（1）讨论 f x( )的单调性；

（2）当 x0时， f ( )x ax 1，求 a的取值范围．

【解析】（1）因为 f ( ) (1 x x2 ) x，e x R，所以 f ( )  (1 2x x  2 ) xx e ，令 f x( )  0可知 x   1 2 ，当

x   1 2 或 x   1 2 时 f x( )  0 ，当  1 2  x   1 2 时 f x( )  0 ，所以 f x( )在 ( , 1 2)，

( 1  2 ， )上单调递减，在 ( 1  2 ，  1 2)上单调递增；

（2）分析：由于
( 2)x ex- -1 1

a
x

³ ，当 x® 0时，属于
0

0
类型，

( 2) ( )x - x e2

0 0

1 1 1 2
lim lim 1

1

x x

x x

x e
a

x® ®

- - -
³ = = 根据洛必达法则算出答案后开始隐零点护航，如下：

g( )x a x 1 (1 )x (1 )x xe ， g( ) =0 0， ¢(g x) a= - (1 2x- - 2 )x ex， ¢( )g a= -0 1，

¢¢(g x) = (1+4 +x x2 ) xe ，显然，当 x ³ 0时， ¢¢(g x) > 0恒成立，即 ¢(g x)在 x [0,Î +¥)恒成立；

①当 a1时， (g x)¢ ¢g ( )> ³0 0恒成立，则 (g x)， (g x) g( )³ =0 0恒成立，符合题意；

②当 a 1时，x® +¥ g x x e x2( 2x 1  a) 0，则 0x$ Î[0,+¥)，使 0g x( )  0，所以 g x( )在[0，x0 )
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上单调递减， (g x) g( )< =0 0矛盾；综上所述， a的取值范围是 [1， )．

【例 7】（2018•新课标Ⅲ）已知函数 f ( ) (2 x x  2 )ax (1ln  )x  2 ．x

（1）若 a  0，证明：当   x 1 0时， f x( )  0；当 x  0时， f x( )  0；

（2）若 x  0是 f x( )的极大值点，求 a．

【解析】（1）证明：若 a  0， f ( ) (2 x x) (1ln  )x  2 ，x x  ( 1)．令 (g x) ln(1= + x)
2

2

x

x
-

+
（对数单身

狗）

2x x  x  

2

2 2

41
0

1 1 2

x
g

x
x( )    


恒成立， g( ) =0 0， (g x)可得 x ( 1,0)时，

g x   0 (f x)  ，0 x (0,  ) 时， g x   0 (f x)  ；0

（2）【解析】由 f ( ) (2 x x  2 )ax (1ln  )x  2 ，得x
2 2ax)(1 x)ln(x 1)

1
f x( ) 

ax

x

x  (1


， f ( ) =0 0；

令 (h x) ax2  x (1 2 ax)(1 x)l (n x 1) ， h x( )  4ax  (4ax  2a 1)ln(x 1)． h¢( ) =0 0；

1) 
1 2

1

a
h x( )  8a  4aln(x

x




，令 h(0)  0，解得
1

6
a   ．（隐零点护航法从这里开始）

当 a0，x  0时，h x( )  0，h x( )单调递增， h x( )  h(0) 0 ，即 f x( )  0， f x( )在 (0,)上单调递增，

故 x  0不是 f x( )的极大值点，不符合题意．当 a  0时，显然 h x( )单调递减，

①当   x 1 0时， h x( )  0，当 x  0时， h x( )  0， h x( )在 ( 1,0)上单调递增，在 (0,)上单调递减，

 h x( )h(0)  0，h x( )单调递减，又 h(0)  0，当   x 1 0时，h x( )  0，即 f x( )  0，当 x  0时，h x( )  0，

即 f x( )  0， f x( )在 ( 1,0)上单调递增，在 (0,)上单调递减， x  0是 f x( )的极大值点，符合题意；

②若
1

0
6

  a ，则 (0) 1 6h a  0，
1 6

41)  a( 2 1 )(1 ) 0
a a

h e( 4a e a

1 6


 ， h x( )  0在 (0,)上有唯一一

个零点，设为 0x ，当 00 x  x 时， h x( )  0， h x( )单调递增， h x( )  h(0)  0，即 f x( )  0， f x( )在

0(0, x )上单调递增，不符合题意；

③若
1

6
a   ，则 (0) 1 6h a  0， 2

2

1

( 1)  (1h a2 )e
e

 0， h x( )  0在 ( 1,0)上有唯一一个零点，设

1为 x ，当 1x x  0时， h x( )  0， h x( )单调递减， h x( )  h(0)  0，h x( )单调递增， h x( )  h(0) 0 ，

即 f x( )  0， f x( )在 1(x ， 0)上单调递减，不符合题意．综上，
6

a  
1
．



2．（2014•新课标 II）已知函数 xeexf xx 2)(   ．

（1）讨论 )(xf 的单调性；

（2）设 )(4)2()( xbfxfxg  ，当 0x 时， 0)( xg ，求b的最大值；

（3）已知 4143.124142.1  ，估计 2ln 的近似值（精确到 0.001）．

3．（2016•四川）设函数 2( )f x ax a lnx   ，其中 a R ．

（1）讨论 ( )f x 的单调性；

（2）确定 a的所有可能取值，使得 11
( ) xf x e

x
  在区间 (1, ) 内恒成立 ( 2.718e  为自然对数的底数）．

（2）分析：指对跨阶题目中遇到含有等号的情况，就一定要找到取等条件，洛必达能完成的就是端点值为

取等条件，此题
1 1

1

ex- ln+ -x
a

x
£

-
， x®1时，

0

0
，故

1
1

1 1

1

lim 2
11

x

xx

ee ln+ -x xa
x

x-
-

® ®

+
£

1
lim= =

-

由（1）知， f  x( )在 (1,)上单调递增，在 (0,1)上单调递减， f ( )x f （1） 2  a．

当 a2时， f x( )0，f x( )在 [1，)上单调递增，f ( )x f（1）1，满足条件；当 a  2时，f （1）  a 2 0．又

 1 1
0

1 1
f l( na

lna lna
 1) elna  a   

 
， 0 0  (1,x ln a 1)，使得 f x( )  0，此时， 0x (1, x )， f x( )  0；

0x (x ，lna 1)， f x( )  0， f x( )在 0(1, x )上单调递减， 0x (1, x )，都有 f ( ) x f（1）1，不符合题意．综

上所述，实数 a的取值范围为 (， 2]．

达标训练

1．（2006•全国卷Ⅱ）设函数 f (x)  (x 1)ln(x 1).若对所有的 x  0，都有 f (x)  ax成立．求实数 a的取

值范围．

【例 8】（2019•合肥一模）已知函数 f ( )x ex1  a(x 1 )  ln (x aR， e是自然对数的底数）．

（1）设 g( ) x f ( )x （其中 f  x( )是 f x( )的导数），求 g x( )的极小值；

（2）若对 x[1,)，都有 f x( )1成立，求实数 a的取值范围．

【 解 析 】（ 1 ） g x( ) f (x)  ex1
1

 a (x 0 )
x

1
2

g x( ) ex 
1

x
1

2
， ． 令 ( )x g ( )x  xe  1

 (x
x

0 ) ，

 1
3x

x( )x e 
2
 0，g  x( )在 (0,)上为增函数，g（1） 0．当 x (0,1)时， g x( )  0；当 x (1,  )

时， g x( )  0， g x( )的单调递减区间为 (0,1)，单调递增区间为 (1,)， g( ) x g极小 （1） 2  a．
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4．（2013•辽宁）已知函数 f ( ) (1 x x) 2xe ，
3

2
g( )x a x

x
1  2xcos x，当 x[0,1]时：

（1）求证：
1

1 x f x(
1 x




) ；

（2）若 f ( )x g( )x 恒成立，求实数 a的取值范围．

5．（2012•天津）已知函数 f (x)  x  ln(x  a)的最小值为 0，其中 a＞0．

（1）求 a的值；

（2）若对任意的 x[0,)，有 f (x)  kx2成立，求实数 k的最小值；

（3）证明： )ln(2n 1)  2(
12

2

1





n
 N
i

n

i

．

2

6．（2010•新课标）设函数 f (x)  x(ex 1)  ax2 ．

（1）若 a 
1
，求 f (x)的单调区间；

（2）若当 x  0时 f (x)  0，求 a的取值范围．

7．（2010•湖北）已知函数 f (x)  ax 
b
 c(a  0)
x

的图象在点 (1, f (1))处的切线方程为 y  x 1．

（1）用 a表示出b， c；

（2）若 f (x)  ln x在[1,)上恒成立，求 a的取值范围．
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ex
a ,x a R

x
9．（2019•成都模拟）已知函数 f ( )  x aln x  ．

（1）当 a  0时，讨论函数 f x( )的单调性；

（2）当 a 1时，若不等式 f ( )x b( x b
1

 ) xe
x

 x 0在 x (1,  ) 时恒成立，求实数b的取值范围．

8．（2018•广东期末）已知函数 f ( )x aln( x 1)
x

 ( )
x
aR

e

（1）若 f (1)是 f x( )的极值，求 a的值，并求 f x( )的单调区间．

（2）若 x  0时， f x( )  0，求实数 a的取值范围．

10．（2014•陕西）设函数 f (x)  ln(1 x)， g(x)  xf '(x)， x  0，其中 f ' (x)是 f (x)的导函数．

（1）令 g1(x)  g(x)， gn1(x)  g(gn (x))， nN ，求 gn (x)的表达式；

（2）若 f (x)  ag(x)恒成立，求实数 a的取值范围；

（3）设 nN ，比较 g(1)  g(2)        g(n)与 n  f (n)的大小，并加以证明．

11．（2019•荆门模拟）已知函数 f ( )x a( 2x  x  )a xe (a )R ．

（1）若 a0，求函数 f x( )的单调区间；

（2）若对任意的 a0， f x( )bln(x 1)在 x[0,)上恒成立，求实数b的取值范围．

12．（2016•广州一模）已知函数 f ( ) ex m x x+ 3 , g x ln x 1 2 ．

（1）若曲线 y f  x 在点  ，f 0 0处的切线斜率为1，求实数m的值；

（2）当m 1时，证明： f  x g( )x  3x .

13．（2016•广州二模） 已知函数 f (x)  ex  ax(xR) .

（1）当 a  1时，求函数 f x的最小值；

（2）若 x  0时, f x  ln x 1 1,求实数 a的取值范围；

（3）求证： e2
2

 e 
3
.

14．设函数 f x   1 axlnx 1 bx，曲线 y  f x 恒与 x轴相切于坐标原点．

（1）求常数b的值；

（2）当 0  x 1时， f x   0恒成立，求实数a的取值范围；

（3）求证：
1

1
1

1
1

n n








 e   





 

nn
恒成立．

专题 5 利用零点比大小秒杀参数取值范围
第一讲 零点比大小问题秒杀双参数取值范围

① kx b+ £ f (x)恒成立，求
k

b
的最值和取值范围；② kx b+ ³ f (x)恒成立，求

k

b
的最值和取值范围；

如下图 1所示，通常的方法是构造函数 g( )x f ( )x= - kx，则 g( )min ³x b时，从而达到解决此类型的目的，

这种解答方法适合解答题，但此类型题目出现在选择题第 12题的几率更大，常规思路由于计算量大，对一

道客观题来说没必要，故需要采纳一些高观点低运算的方法，此类型可以利用数形结合的思想，如图 2所

示，通常 =y f ( )x 是一个凹函数（ ¢¢(f x) > 0），kx b+ £ f (x)意味着 =y f ( )x 与 y kx= +b相切时即恒成立，

-
k

b
ç ÷ç ÷,0
æ ö

è ø
是直线和 x 轴的交点，记为 (x ,0)2 ，故此类型题可以将 =y f ( )x 的唯一零点 x1 求出，满足

1 2

b
£x x

k
= - 即可．



图 1 图 2 图 3 图 4

同理，在比较 kx b+ ³ f (x)时，也是一类型转化，此时 =y f ( )x 为凸函数（ ¢¢(f x) < 0），也将图 3的方案转

2

b

k
化为图 4，构造 1x x³ = - ；四个图中的虚线直线是不可能满足题目要求的，此类方法叫做零点比大小．

【例 1】（2018•宁波期末）已知直线 y k x b的图象恒在曲线 y ln x( 3)的图象上方，则
b

k
的取值范围是

）（

A． (1,) B． (2,) C． (0,) D．[1,)

解：如图所示，易知 y ln x( 3)为凸函数，零点为(-2,0)，故 x1 = -2，当 kx b  0时 x2
b

k
= - ，利用零

点比大小模型，可知 x1 2> x ，故
k k

- > - Þ
b b

>2 2，选 B．

【例 2】（2018•长沙二模）已知函数 f ( ) x lnx， g( )x a(  )e x  2b．若不等式 f ( )x g( )x 在 x (0,  ) 上

恒成立，则
2b

）
a

的最小值是（

A． 
1

2e
B． 

1

e
C． e D． e

解：（常规方法）令 h x( ) f x( )  g x( ) l nx ( a  e x) 2 b，则 h   x( )
1

x
(a e)，当 a e时，h x( )单调递增，

h x( )无最大值，不合题意；当 a e时，令 h x( )  0，则 x 
1

a e a e
， x (0,

1
)时， h x( )  0， h x( )单调递
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增， x (
1

a e
(
1

) ( ) 2 0max， ) 时， h x( )  0 ， h x( ) 单调递减， h x( )  h b
a e

 ln a e 1   ，即

 1
ln a e( ) 1 b2 ， 2 1 b ln( a )e ，

2b ln( a )e

a a
 ， a e ， 由

  ln1 (a  e)
a

的 导 数 为

22 2

a  e( )1 a e
a a a a e

a
ln

 
e

( ln
1

 a e( ))
2

ln a e(  ) ) 0
a a  e

， 当  2a e 时 ，
1 e
(  ， 且  2a e ，

2

1 e
ln( (a  e) ) 0

a a  e
； e a  2e时，

2

1 e
ln( (a  e) ) 0

a a  e
，可得  2a e时，

  ln1 (a  e)
a

取得最小值

1

e
 ．

2b

a
的最小值为

e

1
．故选 B．

秒杀解法： f ( )x g( )x- £ 0 lÛ n x e+ x £ ax 2+ b，如图，作出 h x( ) ln x= + ex的图像，易知是凸函数，

曲线h x( )与 x轴交于点（
1
,0），即 x1 =

1

e
，要满足题意，则 ax b+ =2 0时，x2 1a e

£= -
b

=
2 1

x ，则
b
 

2 1

ea
.

e
故选 B．

例 1图 例 2图 4图例

【例 3】已知
a

x 
1
 e2axb对x (

1
,)
a

恒成立，则
a

3图例

b
的最小值为 ．



解：由于零点的不好求，故需要换元和代数变形以求出两零点。令
a

t  x 
1
，则 t  0，指对互换得，该题

设等价于
a

ln t  2a(t 
1
)  b对t (0,)恒成立，又等价于 ln t  2  2at  b(t  0)恒成立，如图所示，作出

f ( ) lnt t= + 2图像，则得到零点 t1 2e 2

b

a
=
1

，再求出 y 2at= +b的零点 t2 = - ，根据零点比大小模型

2

1

2a e

b
- £ ，所以

2

2

a e

b
  ．

【例 4】已知 0
2

ex  ax  b 
1
 恒成立，则

a

b
的最大值为 ；当b取最大值时，a的值为 ．

解： ex  ax  b   0 ex 
1
 ax  b

22

1
，如图， ( )

1

2 2
f x xe= - 的零点为 x1 = ln

1
， y  ax  b的零点为

2

b

a
x = - ，根据零点比大小模型 1 ln

1

2
³2x x

a
Þ-

b
³ ，则  ln 2

a

b

2
；又曲线 y  ex 

1
在 y轴上的截距为

2

1
，则

2
b 

1
；当

2
b 

1
时，直线 y  ax  b应为曲线

2
y  ex 

1
的切线，易得 a 1.

注意：关于双变量其中一个参数取得最值的时候，通常是两个函数在零点相切的时候取得．

【例 5】（2017•深圳一模）在平面直角坐标系 xOy中，直线 y x  b是曲线 y alnx的切线，则当 a  0时，

实数b的最小值是 ．
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解：（常规法）设出曲线上的一个切点为 x( , y)，由 y alnx，得 y
x

 
a
，直线 y x  b是曲线 y alnx的

切线， y 
a
1， x  a，切点为 ( ,a alna)，代入 y x  b，可得 b aln a a，  b lna  1 1 0，
x

可得 a 1，函数b aln a a在 (0,1)上单调递减，在 (1,)上单调递增， a 1时，b取得最小值 1．故

答案为： 1．

秒杀解法：构造函数 f ( ) = lnx x与函数 y
1

= +x
a a

b
，如图所示，可知 x1 =1， x2 b= +1，当直线与 f (x)

相切时，一定有 x1 2x= Þ b = 1- ；此时b取得最小值．

例 5图 例 6图 8图例7例 图

【例 6】（2015•泰兴期末）若直线 y a x b是函数 f x( )
x

lnx 
1
图象的切线，则 a b的最小值为 ．

解：（常规法）设切点 ( ,m lnm 
1
)

m x
，函数 f x( ) lnx 

1
的导数为：

2
f

x x
 x( )  

1 1
，即有切线的斜率

2

1 1

m m
 ，

若直线 g( )x a x b是函数 f x( )
x

lnx 
1
图象的切线，则

2

11
a

m m
  ， lnm

m

1
  ma  b，即有：

b lnm
m


2

11
1

2
 1 ，a b lnm

m m
     ，令

1
0t

m
  ，则 a b  lnt  t  2t 1，令 h t( )  lnt  t  t2 1，

则 h t( )
(2t t1)(2 1)

t t

    2
1

t 1 当 t (0,1)时， h t( )  0，h t( )在 (0,1)上是单调递减；当 t (1,  ) 时，

h t( )  0，h t( )在 (1,)上是单调递增；即有 t 1时，h t( )取得极小值，也为最小值． a bh（1）

 1，故答案为： 1．
秒杀解法：由于 +a b 为直线 y ax= +b在 x =1时取得的值，故此题需要构造零点为 1 的函数，令

(g x) f (x)= +1即可完成构造；如图所示，令 (g x) ln x
x

=
1

- 1+ ，其零点 x1 =1，则与其相切直线向上



平移一个单位为 y ax= +b 1+ ，其零点为 x2，根据两零点比大小原理，则 2x ³1 x ，当仅当它们相切时取得

等号，此时
min

a b+ + =1 0Þ(a b+ ) = -1．

注意：在常规法，也就是参考答案给的解法和秒杀解法对比中，显然构造零点的相切，能达到“高观点低

运算”的功能，很多题目找零点显然是解决此类问题的核心，在之后我们会在找点的“ATM提款机找点法”

中继续深挖．

【例 7】（2018•苏州期末）已知 y k x b是函数 f ( )x ln x x的切线，则 2 k b的最小值为 ．
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解：此处忽略 500字，直接上秒杀解法，由于 2 +k b是直线 y kx= +b在 x = 2处取得的值，故可以通过平

移，让其回到零点位置，令 (g x) ln x= + x +m ， ( )2 0= Þg m = - ln 2 - 2 ，如图所示，作出

(g x) ln x= + x ln- 2 2- 与 y k= +x b - ln 2 - 2 的图 像 ，易知 2x ³1 x ，当 1 2x 2= = x 时相 切 ， 则

k b+ ³2 ln +2 ．2

【例 8】（2018•苏州期末）已知 a  0，函数 f ( ) x a xe ，g( )x aln x b，若存在一条直线与曲线 y f ( )x 和

y g( )x 均相切，则使不等式
b

a
 m恒成立的最小整数m的值是 ．

解：无零点就要找零点，如图，构造 (h x) ex= -
b

a
与 (t x) = ln x，易知 (t x)在零点(1,0)处的切线方程为

y x= -1，故求出与其相切的函数 (h x)1
xe= - 2，再根据零点比大小原理，当 (h x)过相同零点时，可知

2 (h x) xe= - e，此时显然 (h x)2 与 (t x)有两个交点，两凹凸性相反的函数在同一单调区间相交时无公切

线理论（参考公切线专题），故可知 2
a a

- < - < - Þ
b b

<e e < ，所以3 m  3．

注意：关于 f (x)与 (g x)+m公切线问题，找到其中 f (x)在零点（其零点易求）的切线方程，并以此直

线为切线求出对应的 1(g x)+m ，再根据过相同零点时的方程 2(g x)+m ，从而得到一个取值范围，即为题

目所求．

第二讲 构造零点比大小问题秒杀指对跨阶型单参数问题

在一些定义域为人为设计无零点，比如指数函数，需要通过构造并凑出零点，方法通常是指对互换（反函

数代换法），换元法，将 ex 转换成 ln x ，构造出定义域端点为零点后，再利用数形结合，解出参数的取值范

围，通常以 aex b ln x- ³m(a 0,> b 0)> 形式出现．

一：若aex - ln x ³ b （b 已知），则构造 ln +a x ³ ln(ln x + b)，利用 ln- £a e1-b (b 1£ )
³ax二： loga

1
e，x 两函数一定关于 y = x对称，如图 5则考虑极限情况，公切线一定是 y = x，当 ³a e 时，

x ³ logaa x恒成立，且切点为( ,e e)；当 x ³a loga x在区间(m,+¥)恒成立，且 >m e，则边界 x = m就是

a取得最小值的点，如图 6。找点法则通常是不考虑区间找出临界值，再考虑区间来分析端点值．

图 5 图 6

【例 9】（2018•长郡月考）已知函数 f (x)  aex  ln x 1，若 f (x)  0恒成立，则实数 a的取值范围是

．

解：ae ln x- -1 0³ Þ aex x ln³ x 1(+ x 0> )Þ ln a x+ ln³ (ln x 1)+ ，参考图 4凸函数的模型可知 x1 =1，

2 e
x = - ln a，故根据零点比大小模型，只需 ln a 1，可得 a ³

1
．

a【例 10】对于任意的 x > 0,不等式 xa log> 且>x( 0,a a 1)¹ 恒成立，则 a的取值范围是 ．
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解：（法一）显然，a >1，则可令 a el l= >( 0)，则 >ax log x
a l
xÞ e

1
> ln x lÞl le ln>x ，x 两边取对

数构造零点可得：ln l l+ > ln(lnx x)( 1>x )，则 x1 = e，x2
ln l

l
= - ，根据凸函数的零点比大小原理可得：

l

ln l
- < e即 ln l ln lel+ > 0，由于 f l( ) = e+ l 为增函数，且 f

1
( )
e

= 0，所以
e

1
el >

1
，从而a el= > e .

法 二 ： 由 于 y = ax 与 y log= a x( 且> 0a , a 1)¹ 互 为 反 函 数 ， 则 公 切 线 一 定 是 y = x ， 此 时

0

0

0

0

log

1
1

ì
ï

=ax a x

x lna a
lnx a

==

ï
í
ï
ïî

，解得 1

0

e

e

e

ìïx =

ïa =
í
î

1
e，故 >a e 时， log>ax a (x 0,a 且> a 1)¹ 恒成立．

0【例 11】（2018•武邑期中）设实数   0，若对任意的 x (0,  ) ，不等式 ex 
lnx


恒成立，则的取值

范围是 ．

l
解：（法一）不等式 elx -

ln x
³ 0 恒成立，故只需 x (0,), 不等式 ex  ln x 恒成立，即

ln  x  ln(ln x)，所以 x1 = e，x2
ln l

l
= -  e，由于函数为凸函数，根据零点比大小模型可知：


ln

，

即 ln  e  0，由于 f ()  e  ln 为增函数，且 f (
1
)  0，所以 

1
．

法二：由于 y ex与 y 
lnx



e e

互为反函数，故图象关于 y x对称，根据 ³ax loga
1
ex恒成立条件可知 ³a e ，

1
e即 l ³e e 可得的最小值为

1

e
．故答案为： [

1

e
， )．

【例 12】设 l > 0，若" Îx e2( ,+¥)，不等式 l lx lne x- ³ 0恒成立，则 l的最小值为 ．

解：（法一）不等式l lx ³ lne x恒成立，即 ln l lx+ ³ ln(ln x) . x e2( ,Î +¥)，显然 2 >e e，最值在端点，

当 x = e2 时， ln(ln e2) = ln 2，右边需要凑出零点，故构造 ln ln 2- +l l ln³ (lnx x) l- n 2， 2 x1 = e ，

2x =
ln 2 - ln l

l
，则只需 2ln 2 - ln l

l
£ e ，即 e2 +l ln l ln lln³ 2 ，由于 l( )f e2l= + 为增函数，且

2

2æ ö

e
ç ÷ç ÷ =
è ø
f ln 2，

2

2

e
l\ ³ ．

法二：根据图 6可知，由于 2 >e e，且 y ex与 y 
lnx


l互为反函数，故 l le2 lne e2- ³ 0，即 e2l ln+ ³ ln 2，

后面和法一一致．

达标训练

1．（2018•南阳期末）若直线 y a x b与曲线 f ( )x ln x 1相切，则
b

）
a
的最小值为（

A．
2

1

e
 B． e2 C． e D． 

1

e

2．（2018•焦作期中）记曲线 f ( )x x  e x 上任意一点处的切线为直线 :l y kx  b，则 k b的值不可能为

（ ）

A．
1

2
B．1 C． 2 D．3

3．（2018•厦门二模）设函数 f ( )x x  e x ，直线 y m x n是曲线 y f ( )x 的切线，则 m n的最小值是

（ ）

A． 
1

e
B．1 C．1

1

e
D．

3

1
1
e


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4．（2018•四川模拟）已知不等式 ex  ax  b a , bR , a  0 对任意实数 x恒成立，则
b 2

a


）的最大值为（

A． 2 2 n1 2 B．  l ln2 C． 21n2 D． ln2

5．（2018•西湖模拟）已知不等式 ex  4x  2  ax  b a , bR , a  4 对任意实数 x恒成立，则
b  4

4a 
的最大

值为（ ）

D．  ln 2

）

A． 2  2ln 2 B． 1 ln 2 C． 2ln 2

6．已知关于 x的不等式 xe ln x a在 (0,)恒成立，则整数 a的最大取值为（

A．3 B．1 C． 2 D． 0


7．（2017•深圳二模）设实数   0，若对任意的 x (0,  ) ，不等式 ex   ）

lnx
0恒成立，则 的最小值为（

A．
1

e
B．

1

2e
C．

2

e
D．

3

e

8．（2016•哈尔滨四模）已知函数 ( )x ax  logaf ）x，要使 f x( )恒有两个零点，则 a的取值范围是（

A．
1

(1,ee ) B． (1,e] C． (1,e2 ) D． (ee ,e2 )
1

9．（2018•安徽模拟）设函数 f ( ) 6x x2  x e 3ax 2 ( a e为自然对数的底数），当 x R时 f x( )0恒成立，则

）实数 a的最大值为（

A． e B． 2e C． 4e D． 6e

10．（2018•河南模拟）已知函数 f x( )
2

lnx  (2e2  a)x
b

 ，其中 e是自然对数的底数，若不等式 f x( )0恒

成立，则 ）
b

a
的最小值为（

A．
2

1

e
 B．

2

2

e
 C． 

1

e
D． 

2

e

11．设 k  0，若存在正实数 x，使得不等式 log2 ）x k 2kx0成立，则 k的最大值为（

A． 2

1
log e
e

B．
1
ln2
e 2C． loge e D．

1
ln2

2

12．（2018•恩施一模）已知   0，若对任意的 x (0,  ) ，不等式 e2 0
2

x  ）
lnx 恒成立，则的最小值为（

A．
1

2e
B． e C．

2

e
D．

2

e

）13．（2018•蚌埠一模）已知 k、 b R，设直线 :l y kx  b是曲线 y ex  x的一条切线，则（

A． k 1且b1 B． k 1且b1 C． k 1且b1 D． k 1且b1
14．对x  0，不等式 2ae2x  ln x  ln a  0恒成立，则实数 a的最小值为（ ）

A．
e

2
B．

2 e

1
C．

e

2
D．

2e

1

15．（2017•日照二模）已知函数 f ( )x ln x (e  a)x  b，其中 e为自然对数的底数．若不等式 f x( )0恒成

b
立，则

a
的最小值为 ．

16．（2018•道里月考）已知 k  0，b  0且 kx bln x ( 4)对任意的 x  4恒成立，则
b

k
的最小值为 ．

17．（2017•乌鲁木齐模拟）若 ln x( 1 ) 1 ax  b对任意 x  1的恒成立，则
b

a
的最小值是 ．

18．（2017•岳麓月考）若直线 y k x b为函数 f ( ) x lnx图象的一条切线，则 k b的最小值为 ．

19.（2018•崇川月考）已知 a， b R，若关于 x的不等式 lnxa x( 2 ) b对一切正实数 x恒成立，则当 a b

取最小值时，b的值为 ．

2
20．（2018•西城期中）若对任意  x

1
( , )，不等式 ln(2x 1)x2  a恒成立，则 a的取值范围是 ．
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21.（2017•江西模拟）若曲线 y lnx的一条切线为 y e x( )a  b，其中 a， b为正实数，则实数 a的取值

范围是 ．

22.（2018•襄阳一模）若 f ( )x ln x
a
 a有且仅有一个零点，则 a的取值范围是 ．
x

23．（2018•蚌埠一模）已知函数 f ( ) x lnx， g( )x a(  )e x  2b（其中 e为自然对数的底数）．

（1）若函数 f x( )的图象与函数 g x( )的图象相切于 x
e


1
处，求 a，b的值；

（2）当 2b e  a时，若不等式 f ( )x g( )x 恒成立，求 a的最小值．

24.（2017•信阳期中）已知实数   0，设函数 f x( ) ex 
lnx

．


（1）当 1时，求函数 g( )x f ( ) x lnx  x的极值；

（2）若对任意 x (0,  ) ，不等式 f x( )0恒成立，求的最小值．

25.（2018•绍兴期末）已知函数 f ( )x ln x (e  a)x  2b，其中 a， b R， e为自然对数的底数．

（1）若 a e  2b，当 f x( )0有唯一解时，求b的值；

（2）若不等式 f x( )0对 x (0,  ) 恒成立，求
b

a
的最小值．

专题 6 指对跨阶系列一之改头换面分而治之

秒杀秘籍：第一讲 改头换面 xe x³ +1， ³ ln(x x +1)
常见放缩 x ln(e x- + )m ³ 1x + (- x +m 1)- 2= -m，将 ex和 ln x同时放缩成直线，这种方法叫做改头换面。

如图所示， x ln(e x- +1) (³ 1x )+ - 1x = ，此时取等条件都相同，原因是他们在 x = 0 处的切线平行；
x ln(e x- + )m 0³ 恒成立，则整数m的最大值为 2，无法取等（图 3）；当m ³ 3，无法恒成立．

图 4图 1 图 2 图 3

【例 1】（2013•新课标Ⅱ）已知函数 f ( )x ex  ln(x m)．
（1）设 x  0是 f x( )的极值点，求m，并讨论 f x( )的单调性；

（2）当m2时，证明 f x( )  0．

解：（ Ⅰ） f x( ) xe 
1

x  m
， x  0 是 f x( ) 的极值点， f  (0)

m
1 

1
 0 ，解得 m 1．所以函数

f x( ) ex  ln(x 1) ，其定义域为 ( 1 , ) ． 1 xe x(  1) 1

11
f x( )  xe

x x
 

 
．设 g x( ) ex (x 1) 1 ，则

g x( )  e (x 1) x xe  0，所以 g x( )在 ( 1 , )上为增函数，又 g(0)  0，所以当 x  0时， g x( )  0，即

f x( )  0；当   x 1 0时， g x( )  0， f x( )  0．所以 f x( )在 ( 1,0)上为减函数；在 (0,)上为增函数；

（Ⅱ）（常规方法）证明：当m2，  x m( ,)时，ln x m( )ln x ( 2 ，) 故只需证明当m  2时 f x( )  0．当

1
m  2时，函数 f x( )

2x
xe 


在 ( 2 , )上为增函数，且 f  ( 1)  0， f (0)  0．故 f x( )  0在 ( 2 , )上

有唯一实数根 x0 ，且 x0  ( 1,0)．当 0 0x ( 2, x )时， f x( )  0，当 x (x ，)时， f x( )  0，从而当 0x  x

时，f x( )取得最小值．由 0f x( )  0，得 0

0

1

2
ex

x


 0，ln x( 0  2) x ．故
2

0
00

0 0

x(
) 

1

22
f x( ) (f x

xx


 x 

1)
0




综上，当m2时， f x( )  0．

（2）秒杀解法：构造 (g x) ex= - x 1- ，则 ¢(g x) xe= -1 0= 时， x = 0， (g x)min = 0；



再构造 (h x) ln(x= +m) x- m- 1+ ， h ( )
1

1 0
+x m

¢ x = - = 时， x 1= -m， (h x)max = 0；
x ln(e x- + )m ³ 1x + (- x +m 1)- 2= -m，由于m £ 2，故 f x( )  0，由于取等条件不一致，故 f x( )  0．

【例 2】若 xe ln x( )m （其中 x R且 x  m)，证明：
2

m 
5
．

证明：因为 xe ln x( )m 恒成立，分离参数得，m ee
x

  x，所以m  [ ex

mine  x] ，构造函数，F x( ) ee
x

  x，

令 F x( ) e
x e x 1 0 得， xe x  0，记 g( )x ex  x，单调递增，设该函数的零点为 x0 ，因为 g( 1)  0，

2
g

1
( )  0，所以 0 2

x  ( 1,
1
)，因此 0 0

0

11 5
F x( ) F x( ) 2

22min F x
x

 

  x    

  
极小值

，所以
2

m 
5
．

上式化简用到：① 0x 满足方程 xe x  0，②
2

x0  ( 1,
1
)；③对勾函数单调性．
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第二讲
x

x
xex、

e
与 ln x改头换面

① x =e ex x+ln ³x x ln+ +x 1；
x

ex -lnx x= ³e x - ln 1x + ； x =e ex x+2 2 ³xln x 2ln+ +x 1（利用 xe x³ +1）；

这一系列放缩的取等条件就是 lnx x+ = 0(x 0» .6)，或者 2lnx x+ = 0(x 0.» 7)；

② xe ex x+ln= ³x (e x ln+ )x ； )
ex -lnx x (e x ln- x
x

e= ³ ； x e ex x+2 2= ³xln (e x 2l+ n )x （利用
x ³e ex）；

这一系列放缩的取等条件就是 lnx x+ =1(x 1= )，或者 2lnx x+ =1(x 1)= ；

③ xe ex x+ln= ³x (x ln+ x)
2

1+ ； ( )
2

1
ex -lnx x ln x
x
= ³e x - + ； x e ex x+2 2= ³xln (x 2l+ n x)

2
1+ （利用

x ³e x2 +1），

这一系列放缩的取等条件就是 lnx x+ = 0(x 0» .6)，或者 2lnx x+ = 0(x 0.» 7)；

【例 3】（2018•江苏期末）函数 f ( )x x xe= - x ln- x的最小值为 ．

解： xe x- - ln x =x xe +ln - -xx ln x ³ x ln+ +x 1- x ln- x ³1 ，当仅当 lnx x+ = 0 时，等号成立，令

æ ö1
(g x)=x+lnx，显然 ¢(g x) > 0，g( ) >1 0，g ln 0

22 2
eç ÷ç ÷ = -

1
ln 2 <

1
- <

è ø
，故$x0 Î ,1

2

1æ ö
ç ÷ç ÷
è ø

，使 f (x)

在 0x = x 处取最小值 1．

【例 4】（2018•长沙模拟）已知 f ( )x x xe= - ax ln- x 1³ 对于任意的 x (0,Î +¥)恒成立，则 a的取值范围

是 ．

解：由于 xe ax- - ln x = ex x+ln - axx - ln x ³ x ln x+ +1- ax ln- x ³1，即( )a x- ³1 0对 x (0,Î +¥)恒成

立，显然 a £1，根据例 3的相同取等条件可知，故 a (Î -¥,1]．
【例 5】（2019•深圳月考）已知 x( 2x -e a)³ ln +x 1对于任意的 xÎ(0,+¥)恒成立，则 a的最大值为（ ）

A．1 B． 2 C． e 1 D． e

解：由于 x ex = e +2 2x xln ，故可以换元，令 x 2ln+ =x t，易知 t是关于 x的单调增函数，且 Ît R，故根据

复合函数零点原理可得： f ( )t et= - at 有两个零点，参变分离加指数找基友得：
1 t

t
= = (g t)，

a e

( ) =
1-

t

t¢g t
e

，易知当 t <1时， (g t)，当 t >1时， (g t)¯， (g t) (1)max e
= g

1
= ，当 t < 0时，显然 (g t) < 0，

a
t > 0时，由于 t ® 0和 t ® +¥时 (g t)® 0，故当 1

è
çç
æ 1ö

Î 0, ÷
e ÷ø

，即 (a e,Î +¥)时， f ( )t et= - at有两个

零点．

第三讲 指对跨阶之分而治之

要证明 f ( ) >x g( )x 恒成立，通常方法是构造 (h x) f (x)= - g(x)，求出 (h x)的最小值，证明其大于零，但

很多题往往最小值很难求出，属于隐零点问题，但 (f x) ³ g(x) ，虽然他们取等条件不一致，但也足够
min max

证明 f ( ) >x g( )x ，故此类方法叫做分而治之．
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图 5 图 6 图 7

例：以图 5和图 6为例，可命题 ln x -e x- > -
2
恒成立（图 7）．

ex

【例 7】（2018•南昌二模）已知函数 f ( )x x ln ,x g( )x  2x ax 3．

（1）对一切 x (0 , ), 2 f x( )  g( )x 恒成立，求实数a的取值范围；

（2）证明对一切 x (0,  ) , 都有 ln x
e exx

 
1 2

成立．

解：（1）对一切 x (0,  ) ，有 2xln x x2  ax  3，则 2a ln x
x

 x
3
，设 h x( )  2ln x x 

3
(x
x

 0)，

则
2

h x( ) 
( 3x x)( 1)

x
，当 x (0,1)时， h x( )  0，h x( )是减少的，当 x (1,  ) 时， h x( )  0，h x( )是增加

4的，所以 h x( )min  h（1）  4．因为对一切 x (0,  ) ， f2 ( )x g(x)恒成立，所以 a h( )x min  ．

（2）证明：问题等价于 xln
2

x( (0,))x
e e

x
x

  ， f ( ) x xln x x( ( 0, ))的最小值是
e


1
，当且仅当 x 

1

e

时取到，m x( )
x

2
(x

e e

x
   (0,))，则m x( ) 

1
x

x

e


，易知m x( )max  m（1）

e
 

1
，当且仅当 x 1时取到．

从而对一切 x (0,  ) ，都有 ln
x

x
e ex

 
1 2

成立．

x
【例 8】（2014•全国卷 I）设函数 f x   aex ln x  be

x 1

，曲线 y  f x 在点 1, f 1  处的切线方程为

y  e x 1  2 .
（1）求 ,a b；（2）证明： f x  1．
解：（1）函数 f x( )的定义域为 (0,)， 1 1f ( ) x a xe lnx  e 

a b x xe  
b
e x ，由题意可得 f （1）  2，

f （1）  e，故 a 1，b  2；

（2）由（Ⅰ）知， f ( )x exlnx
2

  xe
x

 1， f x( ) 1， e lnx 
2ex x1

x
1 ，

xe xe
lnx 

1 2
 ， f x( ) 1等价于

xlnx xe x 
2
，设函数 g( ) x xlnx，则 g ( ) 1x l n ，x 当 x (0,

1
)

e e
时， g x( )  0；当 x

e
 (

1
， )时，

g x( )  0．故 g x( )在 (0, (
1

)上单调递增，从而 g x( )在 (0,)上的最小值为 g( )  
1 11

e
)上单调递减，在

e
，

e e

设函数 h x( )  x

e
xe 

2
，则 h x( )  ex (1 x)．当 x (0,1)时，h x( )  0；当 x (1,  ) 时，h x( )  0，故 h x( )

在 (0,1)上单调递增，在 (1,)上单调递减，从而 h x( )在 (0,)上的最大值为 h（1） 
1
．综上，当 x  0

时， g( ) x h( )x ，即 f x( ) 1．
e

2x x x

反思：分而治之的证明过程中， g x 的最小值与 h x 的最大值都是
e

-
1
，这引发了思考：两者有什么内在

的必然联系？ ( ) x -
2 x - x -

2
-
2

( )- x

e e e
g(x) x ln x,h x= = xe- -e= ln- e g e= - ， h x 原来是由 g x 代换而

来，由 g x 
e

 
1
（当且仅当

e
x =

1
时，等号成立）就可得

e( - x)³g e -
1
（当且仅当 x 1时，等号成立），

2x

这也属于同构式，理清了 g x 与 h x 的关系，就可简化原来的证题过程.参考下一讲《同构式放缩》

【例 9】（2016•山东卷）已知 f x( ) a(x  lnx) 
x 2 1

， a R．

（1）讨论 f x( )的单调性；



（2）当 a 1时，证明
2

f x( )  f (x) 
3
对于任意的 x[1， 2]成立．

解：（1）由
2

f x( ) a(x  lnx) 
x2 1

x


，得

2

4

( x2
f x( )  a(1 )

1 2

x 1) 2x

x x

2

3x

( 1x a)( x 2)
x( 0)

a

若 a0，则 ax2  2 0恒成立，当 x (0,1)时，f x( )  0，f x( )为增函数，当 x (1,  ) 时，f x( )  0，f x( )

为减函数；当 a  0，若 a 0 2，当 x (0,1)和 (
2a

，)时， f x( )  0， f x( )为增函数，当 x (1,
2a

)
a

时，f x( )  0，f x( )为减函数；若 a  2， f x( )0恒成立，f x( )在 (0,)上为增函数；若 a  2，当 x (0,
2a

)
a

和 (1,)时， f x( )  0， f x( )为增函数，当 x (
2a

a
 ，1)时， f x( )  0， f x( )为减函数；

（2）当 a 1时，
2

f x   f  x  3
即

2

5213
ln

2

3221
1

12
ln

32322
      x  x    


x x xx x xx

x  x 
x

，

( ) ( ) 32

3 3 1 2
.

5
ln

2 2
f x > f ¢ x

x x x
+ Û + - > x x- + 记 (h x) 2 3x x x

= +
3 1

-
2

，

则h ( ) 1[ , 2]
2

4x

- -3 2x x +¢ x =
6
, xÎ ，易判 h x 在 1,2 上存在唯一的零点 x0，且 1,2 0x  .当 01 x  x 时，

h x   0， h x 在  01, x 上单增；当 0x  x  2时， h x   0,h x 在 x ,2 0 上单减.于是

( ) { ( ) ( )}min

3

2
h x min h 1 ,h 2= = .同样可求右侧函数

5

2
lny x= - x + 在 x 1处取得最大值

3

2
，故

5

2 2
( )³h x ³ ln

3
x x- + ，又等号不同时取得，故得证.

反思：注意到不等式的复杂结构，考虑分而治之，但该如何分配？左边留谁？右侧剩谁?

我们的目标是左侧的最小值>右侧的最大值，或者至少是 .经过穷举，发现此题的分配方式是唯一的．

达标训练

第 五 章 导 数

1．（2018•长沙岳麓）已知函数 f x( )的自变量取值区间为 A，若其值域也为 A，则称区间 A 为 f x( )的保值

区间．若 g( )x x  l (n x m)的保值区间是[2,)，则m的值为 ．

2．（2018•深圳月考改编）函数 (f x) xe= -
ln x +1

的最小值是 ．
x

3．（2019•南昌期末）函数 f ( )x e- x (= +x ln x 1)+ - x的最大值是 ．

4．函数 (f x)
2 2ln

1

x ex x

x

-
=

+
的最小值是 ．

5．已知 ( ) ( +1) 0x - -1
lna x

f x = e
x e

ö
³ 对 x çç

æ1
,+Î ¥÷÷

øè
恒成立，则 a的最大值为 ．

6．已知 (f x) a xe= -1
ln

-
x

x
恰有一个零点，则 a的取值范围为 ．

7．已知 f (x)  xex  a(x  ln x)有两个零点，其实数 a的取值范围是 ．

8．（2019•沈阳一模）已知函数 f ( )x aln x 2x，若不等式 f ( 1 )x a x 2 x在e x (0,  ) 上恒成立，则实数

a的取值范围是（ ）

A． a2 B． a2 C． a0 D． a 0 2
x

9.（2018•昆明一模）已知函数 f ( )x k(ln x x
x

e
  )，若 x 1是函数 f x( )的唯一极值点，则实数 k的取值范

围是（ ）

A． (,e] B． ( ,e) C． e( , ) D．[e,)

10.（2018•朝阳模拟）已知函数 f x( ) ex  alnx，①当 a 1时， f x( )有最大值；②对于任意的 a  0，函数

f x( )是 (0,)上的增函数；③对于任意的 a  0，函数 f x( )一定存在最小值；④对于任意的 a  0，都有

f x( )  0．其中正确结论的序号是 ．（写出所有正确结论的序号）



12.（2018•济宁二模）已知函数 f ( ) 2x x  aln (x a )R ， g x( )
x

x

e

．

（1）讨论函数 f x( )的单调性；

（2）当 a  2时，证明： g( ) x f ( )x ．

11.求证：当 x >1时， x-e x1 2> - lnx ．x
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13.（2016•广州一模）已知函数 f ( )x e x m  3x ， g x( ) ln(x 1) 2 ．

（1）若曲线 y f ( )x 在点 (0， f (0))处的切线斜率为 1，求实数m的值；

（2）若 h x( ) g(x 1) a x  2在 (0,)有两个零点，求 a的取值范围；

（3）当m1时，证明： f ( )x g( )x  3x ．

2

2
14.（2018•江西模拟）设函数 f ( )x x xe 

1
(a 1 )(x  2 )x ， 2

2
g( )x ln x

1
(a 1)x  ax  a 1， a R．

（1）讨论 f x( )的单调性；

（2）当 x  0时，函数 y f ( )x 的图象上存在点在函数 y g( )x 的图象的下方，求 a的取值范围．

aex

x
15.（2018•扬州模拟）已知函数 f x( ) lnx  x  ， g x( )

xe

x
（其中 a为参数）．

（1）若对任意 x R，不等式 g x( ) b  0恒成立，求实数b的取值范围；

（2）当 a 
1
时，求函数 f x( )的单调区间；
e

（3）求函数 f x( )的极值．

16.（2016•天津模拟）已知函数 f ( )x x2  ax lnx， a R．

（1）若函数 f x( )在[1,2]上是减函数，求实数 a的取值范围；

（2）令 g( )x f ( ) x 2x ，是否存在实数 a，当 x (0， ](e e是自然常数）时，函数 g x( )的最小值是 3，若存

在，求出 a的值；若不存在，说明理由；

（3）求证：当 x (0， e]时，
2

e x2 2 5
x  x( 1 l) nx．

17.（2015•腾冲一模）已知函数 f ( )x ex  x m(mR)．

（1）当 x  0时， f x( )  0恒成立，求m的取值范围；

（2）当m  1时，证明：
2

(
x lnx

f x) ( )
xe e


 1

1
．

18.（2019•黄山一模）已知函数 f ( ) xx e l  n(x m) m．

（1）设 x  0是 f x( )的极值点，求m的值；

（2）在（1）的条件下， f ( ) x k0在定义域内恒成立，求 k的取值范围；

（3）当m2时，证明： f ( ) x m．

19.（2019•成都模拟）已知函数 f x( )
x

 alnx a ,x a R
x


e

 ．

（1）当 a  0时，讨论函数 f x( )的单调性；

（2）当 a 1时，若关于 x的不等式 f ( )x x( 
1
) xe
x

 b x 1恒成立，求实数b的取值范围．

20.（2012•山东）已知函数 f x( )
x


lnx  k

(k
e

为常数，e 2.71828 是自然对数的底数），曲线 y f ( )x 在点

(1, f (1))处的切线与 x轴平行．

（1）求 k的值；

（2）求 f x( )的单调区间；

（3）设 g( )x x( 2  )x f ( )x ，其中 f  x( )为 f x( )的导函数．证明：对任意 x  0， g( ) 1 x e2．

21.（2018•长春二模）已知函数 f x( ) xex 
lnx

．
x

（1）求证：函数 f x( )有唯一零点；

（2）若对任意 x (0,  ) ， x xe ln x 1  kx恒成立，求实数 k的取值范围．
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22.（2018•哈尔滨二模）已知 f ( )x x( 1) xe

（1）当 a  0时，求函数
2

g( )x f ( ) x
1
a 2x 的极值点；

（2）若 x 1，都有 f x( )x m  ln(x 1)成立，求m取值范围．

23.（2016•洛阳二模）已知函数 f ( )x x(  )x2 2

2
lnx

3
 x  2x．

（1）求函数 f x( )的单调区间；

（2）设函数 g x( ) 
( 1a x)

lnx
，对任意 x (1,  ) 都有 f ( ) x g( )x 成立，求实数 a的取值范围．

24.（2016•河南二模）已知函数
12 x

f x( ) exlnx 
e

x



， x  0．

（1）求曲线 y f ( )x 在 x 1处的切线方程；

xe
（2）函数 g( ) 

x
x f ( )x ，求证： g x( )

xe

x
对 x  0恒成立．

25.（2019•湖南期末）已知曲线 f x( ) 
a lnx

x
在点 (e, f (e))处切线的斜率为 e2．

（1）若函数 f x( )在 (m , m 1)上存在极值，求实数m的取值范围；
1

（2）求证：当 x 1时，
) 2

1 ( 1)( 1 )

x

x

(f x e

xe xe




 

．

专题 7 指对跨阶系列二之同构式构造

第一讲 同构式问题构造 xex 与 xlnx

我们发现， f ( ) =x x xe 在( 1,- +¥ ) ，而 f ( ) =x x ln x在
è
çç
æ 1ö
0,
e

¯÷÷
ø

，在
e

öæ1
,ç ÷ç ÷+¥ 

øè
，在考查同构式的类型中，

构造 xex来求取值范围，构造 x ln x来判断零点个数及分布；

同构式模型：①
1

loga ln
ex lnx a lnx a ln lnxa xÞ e

x
Þ lnx a×e lnx x = e xÞ lnx lna > xÞ a > e

a
>

ln
> > ，

② le x xe > lnl xx x = ln lne xx

e
Þ x >l ln xÞ

1
> ；l

l

ln x
> Þ e ln>lx xl lÞ

③ axe ln(x 1+ )+ x 1+ =
ln(xe +1 ln(x ln(x 1)+ >xa ) + 1+ )Þ xa > +

【例 1】对于任意的 x > 0,不等式 log 1)>ax a (x 0a ,且> a¹ 恒成立，则 a的取值范围是 ．

解：
ln

log ln
ln

x lnx a
aa xÞ e lnx x = e

x
lnx a lnex >a ln x x

a
> > Þ × ，故只需 lnx a ln x> Þ ln a

ln
>

x

x
，由于

(f x) =
ln x

x
在(0, ) ,(e e, + )¥ ¯，故 (f x) (e)max e

= f
1

= ，
e

1
eln a\ >

1
，即 >a e .

【例 2】（2018•长郡月考）已知函数 f (x)  aex  ln x 1，若 f (x)  0恒成立，则实数 a的取值范围是

．

解 ： 由 题 意 得 ： ae ³ ln exÞ aexex x ³ ex ln ex aeÞ ×xe ³ elnx ln exex 恒 成 立 ， 则 需 要 满 足

1

x

ìïae ³
í
ïî ³ ln ex ln= x 1+

，显然
e

x - ³1 ln x恒成立，故只需ae ³1，即 a ³
1
.

【例 3】对x  0，不等式2ae2x  ln x  ln a  0恒成立，则实数 a的最小值为（ ）

A．
e

2
B．

2 e

1
C．

e

2
D．

1

2e



2解：由题意得：2ae x³ -x ln2 ln 2 ln ln ln
x
axe

x
³ lnx e=

x x x

a a a a
aÞ Þ 2x ³ ，令

x

a
= t， at ³2 l tn 此时要

构造过原点的切线放缩模型 ln £
1

t t
e ，故 2a

e
³
1
，即

1

2
a ³

e .

0【例 4】（2018•武邑期中）设实数   0，若对任意的 x (0,  ) ，不等式 ex 
lnx


恒成立，则 的取值

范围是 ．

解：   e x x x x lne  x eln x n xl
lnx

0


，即 lx ³ ln x恒成立，
e

\l ³
1
.
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【例 5】（2019•衡水金卷）易知 a < 0，不等式
+1x ea x× + a ln ³x 0对任意的实数 x >1恒成立，则实数 a的

最小值是（ ）

2e
C．

e
A． 

1
B． 2e 

1
D． e

解：由题意得： 1 1
ln

a

1
ln

1
ln

1
ln x ³ 0

ln
1
ax

a a a a

lna x+x ea x× + a e
x x x x x

-
Þ xex ³ = = Þ x ³ 对 x >1恒成立，

此时
maxln

x
a

x

æ ö
³ -ç ÷ç ÷
è ø

，即 ³ -a e，选 D.

【例 6】（2019•武汉调研）已知函数 (f x) xe= - a ln(ax - a)+ a(a > 0)，若关于 x的不等式 (f x) > 0恒
成立，则实数a的取值范围为（ ）

A． (0,e] B． 0,e2  C．[1,e2 ] D． (1,e2 )

解：由题意可知： ln(ax )
x

a
xe a> - a aÞ-

e
- > x -1+ln a ln> (x 1- ) 1- Þ e -lnx a + -x ln a ln(x -1)，即构成同

构式 -lnex a ln x-1 ln( -1x )>+ -x ln a (e ) + ，只需 x ln- > ln(a x 1- )Þ x ln- (x 1- ) 2³ ln> ，a \ <a e2 ，故选 B.

【例 7】已知方程 x2 ln x a ln= -a a ln x有 3个实根，则实数 a的取值范围是 ．

解：构造 lnx x = ln
a a

x x
，根据定义域可知a > 0，如图，当 x >1时， y x ln= >x 0，此时，仅存在 x1

2x
=
a ，

使
1 1

2 2

lnx x = ln
a a

x x
1

2

，此时只存在两个实根，不合题意；当 x< <0 1时，则一定存在 x
x

=
a

或者

1 3

1 1
1,0 xx

e e
æ ö1< < < < （偏移情况），考虑到极值是左偏的，故 xÎ 0,ç ÷ç ÷eè ø

时， a
(Î ae, )x

+¥ ，定义域要求完全覆

盖，故 ae
e

<
1 ，即

2e
a <

1 .

第二讲 放对再放指，常数是关键

关于指对跨阶，由于 ex 属于递增过快，若不是存在 xe ex x+ln= ³x x ln+ x 1+ 或者
ex -lnx x= ³e x ln- 1x + 之类的
x

可以直接消除对数的，一般考虑对递增较慢的 ln x进行放缩，但在区间(0,1)内重点考虑切线放缩，通常放

缩有：① ln x x£ -1；② ln x £
x
（取等条件 x = e）；③ ln £ -1Þ ln £

1 1
-1Þ ln x

e
x x

x x x
³1- （1 取等条件 x =1）；

④ ln x 1³ -
1
Þ lnx x ³ x -1
x

；⑤ ln x £ x -1 ln exÞ £ ex -1 ln xÞ £ ex - 2（取等条件 x
e

=
1）；

⑥

( x )

x )

x )

2

3

1

2
2

3
3

1

1 2
2 4

3
3 27

x

ex

³e xx x

Þx e ³x ex

e
x

x

e x e
x

取等条件

取等条件

取等条( 件

- ³ =

+ Þ
ï
íe ³ e× Þ

x
e ³ ( =

³ ×e Þ
x

e ³ =

ì
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïî

；

⑦ xe x2³ + (x1 0³ )（取等条件 x = 0）；
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⑧ xe e³ +x (x - )
2

(x1 0³ )（取等条件 x = 0以及x=1，⑦和⑧根据找基友证明）

【例 8】（2019•榆林一模）已知不等式
x 1e k x lnx，对于任意的 x (0,  ) 恒成立，则 k的最大值

．

解：要取等，看系数， e x  x xe1 1  x  1 �1 kx  x  1 kx  lnx，由于取等条件不一，且并未消除常

数项，则此放缩法失效，考虑消除常数项 -1，故构造 ln x £ x -1取等条件是 x =1，此时取等的 x ³e ex，故

( -1)e x ³ kx，即 k e£ -1．

【例 9】（2019•重庆巴蜀月考）已知 a ln x
x

f ( )x
ex

= - ．

（1）当a = 0时，求函数 f (x)在(0,+¥)上的最小值；

2

0
2

（2）若 a< £
e

，求证： (f x) > 0 .

解：（1）a = 0时， (f x)
x

x
=
e

， ¢(f x) 2

x x -e ex

x
= ，当 xÎ(0,1)时， f (x)¯，当 x (1,Î +¥)时， f (x)，

故
min

f ( )x f (1)= = ；e

ex
（2）思路：此题若放缩

x
，定会遇到很多问题，所以根据“放对再放指”的原理，由于 ( )

2

ln
2

x

-
e e

f x x
x

> ，

先放 ln x，由于此题无常数项，故不采用 ln x x£ -1来增加常数项，由于，
2

2

e
的出现暴露了需要“降次”，

故试用 ln x £
x

e
，则可得 (f x) 0

2

x

-
e ex

x
> > ，此时只需证明 2

2
x >
e

e x ，此时再利用“指数找基友”即可证

明不等式，或者放缩成
2

2 2

4 2
xe x³ >
e e

x 也可以；

证明：
2

0
2

< a £
e

，由于 ln x，故 ( )
2

ln
2

x

> -
e

= -
e x e

f x a ln x x
x x ，故只需

2

2

xe e
- ln x

x
> 0，令 (g x) ln= x

x
-
e ，

¢(g x) = -
1 1

= 0
x e ，当 x = e时 (g x)max e

ln e -
e

0== ，即 ln x
e

£
x
，故只需证

2 0
2

x e
e x- > ，只需证

2

2
x

ex

e
< 令

(x)
2

h =
ex
x ， ) = )

x

ex(2 - x¢(h x
e e ，故 (h x)在(0, 2)，在(2,+¥)¯当 x = 2时，

2

min
2 2

4(h x) h( )= =
e

< ，即证．

【例 10】（2018•甘肃会宁）已知函数 f ( )x
ex

 , g( ) x ln x 1 ．
x

（1）求函数 f x( )的单调区间；（2）证明： x3 f x( )  g( )x

解（1）参考例 9；（2）思路 1：第（1）问不会白给，故利用“分而治之”，此过程一定要有凹凸函数的反转，

3
f ( )

x

= >
lne x +1

x h= (xx x
构造 )，利用 (f x) e= > h(x) = h(e )

2
3

2

min max 3

e-
= ；

e

思路 2：“放对后放指”，要证明 x2 x lne x> +1，只需证明 x2 xe x> -1 1+ = x > ln x +1，故只需证明 xex >1

显然失败，失败区间在(0,1)，故思考取等区间在(0,1)上的切线放缩式子，构造 ln ex ex£ -1，取等条件为

x =
1
，即 ln x £ ex - 2，只需证 x2 xe e> -x 1，这时需要涉及找点的知识，虽然此式已经构造成功，但这里不

详叙述；构造
2

ex >
ln x +1

x
利用切线放缩，过原点切线

x ³e ex，
2

2

ln +x 1

3
x

e

x
³ ，故

2

2

ln +x 1

3
xe e³ >x

e
x

x
³ 恒成立．
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达标训练
1．（2018•广东期末）已知函数 f x( )的定义域是 R，其导函数是 f  x( )，且 f x( )0，则满足不等式

f (ln t)  ln t 1 f (1)的实数 t的集合是（ ）

A． [e,) B． [1,） C． (0,e] D．[e1,e]

2．（2019•沈阳一模）已知函数 f ( )x aln x 2x，若不等式 f ( 1 )x a x 2 x在e x (0,  ) 上恒成立，则实数

）a的取值范围是（

B． a2A． a2 C． a0

3．（2019•全国Ⅰ卷调研）设实数m  0，若对任意的 x  e，若不等式 0

D． a 0 2
m

2 lnx x m xe  恒成立，则m的最

大值为（ ）

A．
e

1
B．

3

e
C． 2e D． e

4．（2018•衡水中学）已知 x0是方程 x e2 2x2 l x+ =n 0的实根，则关于实数 x0的判断正确的是（ ）

A． x0 ³ ln 2
e

0 02 lx xn+ = 0B． x0 £
1 C． D． 0

0
x2 le xn+ = 0

5．（2019•长沙测试）若 x" > 0，恒有 (a eax ) ln x
x

æ ö
+ ³1 2 x +

1
ç ÷ç ÷
è ø

），则实数 a的最小值为（

2

1

e 2

2

e
C．

1

e
A． B． D．

2

e

6．（2018•南通期末）已知函数 f x( )的定义域为 (0,)， f  x( )是函数 f x( )的导函数，对任意的 x  0，

f x( ) x f ( )x  0恒成立，则关于实数 t的不等式 f t2  t( 2 ) t  2 f t( 1)的解集是 ．

7. （2018•芮城期末）已知函数 f ( )x a xe  lnx 1 ．

2
f x( )

e
（1）设 x  2是 f x( )的极值点，求 a的值并求 g x( )   lnx

x
 的单调区间；

（2）若不等式 f x( )0在 (0,)恒成立，求 a的取值范围．

8.（2018•浙江期末）已知函数 f x( )
x

x

e

．

（1）求函数 f x( )的单调区间；

（2）若
2

a
2

e
 ，求证： af x( )  lnx．

9.（2018•德阳模拟）已知函数 f ( )x ex mx 1．

（1）求函数 f x( )的单调区间；

（2）若曲线 f x( )在点 (0,0)处的切线垂直于直线  y x  2，求证：当 x  0时， f ( )x l2 n x 3 2 l 2n ．

10.（2018•荆州一模）已知函数 f ( )x e x m  xlnx ( m 1 )x， m R， f  x( )为函数 f x( )的导函数．

（1）若m 1，求证：对任意 x (0,  ) ， f x( )0；
（2）若 f x( )有两个极值点，求实数m的取值范围．

11.（2018•新课标Ⅰ）已知函数 f ( )x a xe  lnx 1 ．

（1）设 x  2是 f x( )的极值点，求 a，并求 f x( )的单调区间；

（2）证明：当 a
1

e
 时， f x( )0．

12.（2014•全国卷 I）设函数 f x 
x

 aex ln x 
bex 1

，曲线 y  f x 在点 1, f 1  处的切线方程为 y  e x 1  2 .
（1）求 ,a b；

（2）证明： f x  1.
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专题 8 对数平均不等式的应用
第一讲 对数平均不等式的概念

两个正数 a和b的对数平均定义：
)

 ln
 ).

b
( a b

L a( ,b  lna b
a a(  b

 a 


)  ，对数平均与算术平均、几何平均的大小关系：

 L a( ,b)
2

ab



a b

（此式记为对数平均不等式）取等条件：当且仅当 a b时，等号成立．

只证：当 a b时， a( ,b)
2

ab L



a b

 ，可设 a b .（1）先证： ab  L a( ,b)……①

不等式① ln  lna b 
a b

 ln
a

2ln x  x
1

 (其中x 
a

1 )
xb b a bab



a

b


构造函数 f x( ) 2 ln x
1
), (x
x

 (x  1 )，则 2
2

f
x x x

 x( )  1
2 1

 (1 )
1 .

因为 x 1时， f x( )  0，所以函数 f x( )在 (1,)上单调递减，故 f x( ) f (1)  0，从而不等式①成立；

（2）再证： L a( ,b) 
a b ②不等式

2(
a 1)

② b
2(a b)

ln ln ( 1)
x ( 1)a

( 1)

a
x 

ab x
b b

b

 2(x 1)
ln a ln      

a b
其中

构造函数 g x( ) ln x 
2(x 1)

, (x 1)，则
2

22

4
 
1 x( 1)g x( )

1)x(x


x ( 1) x x( 1)
.

因为 x 1时， g x( )  0，所以函数 g x( )在 (1,)上单调递增，故 g x( ) g(1)  0，从而不等式②成立；

综合（1）（2）知，对 ,a b R
，都有对数平均不等式

2
ab L a( ,b) 

a b
成立，当且仅当 a b时，

等号成立．

第二讲 利用定积分秒杀对数平均不等式证明

如右图 1所示，在反比例函数 f x 
x


1
上任取两点 



a,
1 
,B

b,
1 








 ba
A ，

点 







a b
C
a b

,
2

2
为 AB 在双曲线上的中点， AA  x1 轴交其于 A1 ，

BB  x1 轴交其于B1，过C作双曲线切线交 1AA 和 1BB 于D,E两点，根据

 a
a b

dx
x

SS
b

aDEB AACBB A  b  
1


2

1111
，即

2

a b
lnb ln a

b  a




如右图 2所示，在 
x

f x 
1
上任取两点 







 







b

B b
a

A a ,
1

, ,
1 ，

AA  x1 轴交其于 A1 ， BB  x1 轴交其于 B1 ，根据 ABB1A1ABB1A1
SS 曲

 b a  
ab

a 
b  a

b a
dx
x

b

a 2
b  lnln

2

1

2

111



 







 ，即 ab

a

b a



lnb  ln

2

考点 1 指数换对数的证明极值偏移问题

【例 1】（2010•天津卷）已知函数 f (x)  xex，如果 x1  x2且 f (x1)  f (x2 )，证明： x1  x2  2．

解： f (x1 )  f (x2 ),x1  0，x2  0, x1  x2 ，（请读者自己证明）

2211ln x2ln x121 lnln x ex1  x ex2  ex1  ex2  x  x  x  x ，整理可得 1
ln x1  ln x2

1 2 
x  x

2ln a  ln
a  b

b

a  b
 ， 1




2lnln
21

21

21 x  x
xx

x  x 即 2x1  x2 

【例 2】已知 x1, x2是函数 f (x)  ex  ax的两个零点，且 x1  x2，其极值点为 x0．
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（1）求 a的取值范围；

（2）求证： x1  x2  2x0；

（3）求证： x1  x2  2；

（4）求证： x1  x2 1 .

0 0解：（1） f x   ex  a   x  ln aa  0，故 f x  在区间 , ln a  ，在区间 ln a,  ，若

f (x)  ex  ax有两个零点，则 f ln a   elna  a ln a  0 ln a 1，即 a  e；

（2）构造函数 F(x)  f (x)  f (2x0  x)，则 2ln
0（F x' ) f '(x= +) f '(2x x- ) e= e+x a-x 2- a

，

02当 x  ln a时， F ' (x)  2 e  a 
2 ln a 则 F x 

；

得F (x)  F ln a   0 , F (x)  F ln a  0, f x  f 2x0  x，其中 x  x0 ；将 x1代入不等式得

,2),2(x ) 0100202101f  f（ x  x 又x  x , x  x x  x  x , f (x)在 x0 , 上，故 x2  2x0  x1，即
2 0x1 + <x x2 .

（3）（4）：又
1

2

1

2

0

0

x

x

e ax

e ax

 

 

1 1

2 2

(1)

(2)

x ln a lnx

x ln a lnx



(1)  (2)得 21 1 2x  x lnx  lnx 1 2 1 2
21

21

1
2

x x
x x

lnx  lnx
x x

    21 x x  2， x x1 2 1

第（2）问也可以通过第（3）问结论用对数平均不等式秒杀，（1）+（2）得： 1 2 0x x1 2  lna  lnx x2 2 lna  x2

考点 2 符号反向用加法原理

21 或者 x  x  b21 2ln x  ln
21

21

21
21

x  x
x

x  x
 m 若出现 x  x  a 时，属于正常的作差代换，构造出 x x  ，由模

型一即可秒杀，遇到 x  x  a21 或者 x  x  b21 时，属于对数平均不等式反向，这就需要将两式相减先构造

对数平均不等式，再相加实现和积互换，从而达到证明反向不等式．

【例 3】已知函数 f x( ) 
ln x

，如果 2x 1 x 且 1 2f ( ) x f (x )，求证：
2

1 2x  x e ．

证明：因为 1 2f ( ) x f (x )，所以可设 21

1 2

ln ln


x x

x x
 m 11

21

ln

ln

(1)

(2)

x m

x m

x

x


 




（1）+（2）得 1 2 1 2ln lnx x  (m x  )x (3)
；
（1）-（2）得 1 2 1 2ln x ln x m(x  x ) 1 2

1 2

ln x  ln x
x x

m  ，

代入（3）得
m

xx  x
x m

x  x
2

ln x  ln
2ln x  ln

2121

21

21 
1
 ， 2ln

2

ln x  ln
21

1 2 ,
1
 x x

m

x

m
，综上 2

21x  x e ．

x

【例 4】已知 ln(x m)  mx 0 ，（m 1）有两个根 x1， x2，求证： 21x x  0．

1证明：令mx1 ln(x m)（1） 2 2mx ln(x m)（2）

1 2 1 2

1 2 1 2

( m+ )

ln( ln( ) ln( )  ln( )

x x

m x m x m x m x m
x m （x 


1


) 
）

1 2x ( )m x( m+ )
m


1
 ， 1 2 2m

 x( m) x( +m)
1



再由 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1

ln( ) ln( ) ln( ln( ) ln( ln(

x x x x

x m x x )m m

x x
   

x m x m ) x m )m 

得： 1 2 1 2
1 2x x 

ln(x )  ln(m x  )m

ln(x  )(m +x )m

m m

2ln
1
m
m m

  
lnm

2 0 ，（m>1） x1 2x  0

12
21

0 2

x  x
x  x题目给到 x  ，涉及证明 f  x   00 或者 f x0  0  时，利用分析法执果索因，将式子证明最

后转交给对数平均不等式，方法类似圆锥曲线点差法（作差，同除( 1 2x - x )，取中点）；当出现 0
3

2 21 
 




f 
x  x

、

考点 3 中点导数问题点差法



ln lnx x
a x   1 2

1 2
21

02 a
x x


 x    要证 0f x( )  0，

只需证 2 a a x
2  2 a10 2

10 2

 ax2
1

0
x x x

    x     ；

只需证  a2 1
1 2 21

2

11 22

  a2
2

 a  x ln ln
 a x

x x

xx

x x


 x     x   ；

根据对数平均不等式 2 1 2

1 22

x1 x x x

lnx  lnx


 ，故原命题得证．

1
  xf  x lna x
x

.

（1）讨论 f  x的单调性；

（2）若 f x 存在两个极值点 , xx1 2，证明：
f x   f x 1 2

1 2

2
x x

a  ．

解：（1）略。（2） f x 
2

2 2

1
   

a
1

1
0

x ax

x x x

  
 ，即 2 x ax 1 0 ，故 x1 2 1 2x  a x x, 1 ；

【例 6】（2018•全国卷 I）已知函数

要证
x  f x 1 2

21

2
x x

f 
a  ，只需证

11 2 2
1 2

1 2

1

2

a ln x a ln x
x x

x x

x    x
1


a  ，

2只需证 1 1 2

1 2 1 2

1
x x

 
lna x  lna x

 a 1 2
x x

1


x x
，只需证

lna x 1 2

1 2 1 2

 ln1
1 2

x

x x x  x
   a  ，

只需证 1 2

21

ln lnx x
1

x x


，由于 21

1 2
1 2

1
ln x ln

x x
x x

x
  ，故命题得证．

考点 4 作差求和取对数三板斧

  







 0
1
 







1
23

1 21  xx
f 之类题型时，要转化为 0

23

2 2121 
 





 f 
x 








x
f 

x  x
，也属于对数点差

法系列．

【例 5】（2011•辽宁卷）已知函数 f ( ) lnx x  2ax ( 2 )a ．x

（1）讨论 f x( )的单调性；

（2）若函数 y f ( )x 的图像与 x轴交于 A,B两点，线段 AB的中点的横坐标为 x0，证明：
0f x( )  0．

 2ax  00
0

解：（1）略．（2） f  x   1
 2 ，由a

x
1 2f x( ) f x( ) 0

2
1 1 1

2
2 2 2

ln )a x 0(1)

ln (2 )a x 0(2)

x ax

x ax

( 2  
 

a 222
1 2 1 2 1 2 x  x 得，(1) (2) : ln x  ln x a( x x )  ( x x ) ，同除以  21

第 五 章 导 数

非一次函数的形式，由 ex与二次函数ax2 bx  c混合的函数，先作差得出  1 2 1 2
 a
 a x x  x x

b
 


，再两边

1 2 a
取对数，构造对数平均不等式，在证明 x x  

b或者
1 2

b
x x

a
  ，往往用反证法减少运算；对于 x ln x这

类不好分离的式子，又要和差齐下。必要时要考虑换元法解决
1 2

1 1

x x
 之类的问题．

【例 7】（2016•新课标 I卷）已知函数 f x( ) (x 2)ex  a(x1)2有两个零点 2x1, x .

（1）求 a的取值范围； （2）证明： 21x x  2 .

解：（1）由 f x( ) (x  2)ex  a(x 1)2得： f ( )x x( 1) xe  2 a ，要使得 y  f x 有两个零点，则必

须使得 y  f x 在 R上只有一个根，易得a  0，详细过程请参考高考参考答案，这里不做详细叙述；



（ 2 ） 法 一 ： f (x)  (x  2)ex  a(x 1)2  0 即 (2 x)ex  a(x 1)2  0; 由 21f (x )  f (x )  0 得



 


2

22

2
11

1)(2 x )

1)(2 x )
2

1

e  a(x

ex  a(x
x

2),，两式相减得 (2 x )ex1  (2 x ) 212121 ex2  a(x  x )(x  x 

下面用反证法证明 21x  x  2.若 21
2121 (2  x2 )x  x  2.则 (2 x1) 0,(2  ex  ex  x1)e

x  (2  x2 )e
x ，取对数得

ln(2 x )  x ,2211ln(2 x )  x  则 2 1

21

1.
ln(2 )  ln(2 )

x x

xx



而 由 对 数 平 均 不 等 式 得 ：

12 1 2 1 2 1 2

21 1 2

x x (2 x ) (2 )
 

 (2 x )
1

ln(2 )  ln(2x x ) ln(2 ln(2 ) 2 2

x x

x x

) 2(  x x
2  

 )  
，矛盾．

法二：参变分离得：
21

21
2 2

21

(2 x )
( 1)

ex (2 ) x xe
a

xx
 

( 1)
，有 a  0得， 21  x x 1 2，将上述等式两边取以 e为底的

对数，得 1 2
21 22

21

ln
(2 x )

ln
(2 )x

 x
x ( 1)x


x 

( 1)
，化简得: 22 2 2

21 1 2 1 2[ln(x 1)  ln( 1 ) ] [l n(2x x )  ln(2 ) ] x x x

2 2 2 2
21 1 2

1 2 1 2

1
[ln( ln(x x 1 ) ]

 
[ln(2 )x l n(2 ) ]x

x x

1)  
x x

22 2 2
21 1 2

21 2 2
1 2 1 2( 1)

1)]
[ln( 1)- - ln(x x 1- ) ] [l

+
n(2 - )x l- n(2 - ) ]x

x (2 - )x - (2 - )x
[(= -1) (x x+ -

1- -) x( -

由对数平均不等式得：
22

21
2 2 2 2

21 1 2

[ln(x ln( 1 ) ] 2

( 1 )x x( 1) ( 1 ) ( x 1)

x

x

1) 
 ，

2 2
21

21 1 2

2x[ln(2 ) ln(2 ) ]x

x(2 ) ( 2 )x (2 x ) ( 2 )x


 ，从而

1 2
22

21 1 2

2( 2) 2
1

x( 1 ) ( 1) (2x x )  (2 )

x x

x


  1 2 1 2

22
21 1 2

2( 2) 2

x( 1 ) x( 1) 4 ( )

x x x  x
x x

 
 1 

等价于 1 2 21
22

21 1 2

2( 2) 2
0

x( 1 ) ( 1x ) 4 x( )

x x x

x

  x 
 21 22

21 1 2

12
2 [ ]

x( 1 ) ( 1x ) 4 x( )x
 （x x  ）

22
1 2 1 2

由 ( 1 )x x( 1)  0,4 ( x )x  0，故
21x x  2，明显法一成功避免了二次函数的对数平均值的构造，
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学习数学 领悟数学 秒杀数学

【例 8】已知函数 f ( ) x x ln x与直线 y  m交于 11 2 2A( ,x y ),B(x , y )两点.

（1）求证： 1 2 2
0  x x

e

1

；（2）证明： 21

2

e
 x x 1．

1解：（1）由 x1 2 2ln x m, x ln x  m，可得：
1ln

x1 
m

x
①，

2
2ln

x 
m

x
②，

①-②得： 12 1 2
1 2

21 1 2 1 2

ln lnx x
( )
ln ln  ln

x x m
x x  m

xx ln x x ln lnx x

 
  ③，①+②得 12

1 2
21

(ln x  ln x )
x

m

ln lnx x
x  ④，

根据对数平均不等式： 2
1 2

1 2

)(
2 ln x xln

1x x m 
 x x ，即 2 1

1 2 1 2

ln x )

2 ln

(lnm x m

x ln x ln lnx x


 ，由题于 y  m与

y  lnx x交于不同两点，易得出则m  0上式简化为： 2
21ln(x )  2  lnx e 1 2 2

1

e
0  x x 

e
(2) f ( ) 1  lnx x ,令 f x( )  0得 x 

1
所以 21

1
0 1xx

e
    且 f x( )在 (0,

1

e
)单调递减，在

1
( ,
e
)单

2调递增，构造函数（极值点偏移）易证 x1 e
x 

2
以下略；

21x x 1【构造函数，利用 ln x
1

1x



且】证明： 1 1 2 2 12 lnx x lnx x x  x 1 2 2

2 1 1

ln 1

ln 1

x x

x x x



x
 



1 2 1 2 2 x x( ) [1 x(  x )]  0 ， x1 x 1

更简洁．

1
【例 9】已知 f x( )

2
 x xlnx ,若 f ( ) x a有两个不等实根 2x ,2 x ，

求证：
1 2

11

x x e
 

2．

证明：设 1
t t , 0,
x

2
g t(则 )

22t t t


 
1 lnt


lnt

, (t  0)则 g( ) t a有两不等实根
2

,t t1 2 (不妨设
1 t t )



学习数学 领悟数学 秒杀数学

（1）求实数 a 的取值范围；

（2）证明： e ex x1 2  2 ．

要证
1 2

1 1 2

x x e
  只要 t1 2 e

t 
2
即可；又

2
) 

lnt)g t(
4t

2(1  (0,
1
)t 时, g( )  0,t g( )t 单调递增

t
e

1
 , ) 时 g t( )  0, g( )t 单调递减g t( ) (

1
)

2max

e
g
e


，

e

方程 g t( )  a要有两个不等实根，则
2

a 
e
即

21

a e
 且

1 20
e

 
1

t t 下面证明, t t1 2 
1

a
11

2 2

22

2 2

at

lnt  at

 lnt 
 

21 1 2lnt lnt  a2 (t t ) ,

1 2 1 2lnt  lnt4 2 a t t( ) 1 2 1 2 21

21 1 22 4 2

t  t
a lnt lnt  lnt

t t t t


1
  

lnt  1 2 a
t t 

1
得证．
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达标训练
1．已知函数 f ( )

2
  lnx x
x

，若 x1  2x ，且 f (x1)  f (x2 )，证明： x1  x2  4 .

2．已知函数 f   lnx x  2ax ，其中 a R．

（1）若函数 f x有两个零点，求a的取值范围；

（2）若函数 f x有极大值为
2


1
，且方程 f   x m的两根为 x , x1 2 ，且 1 2x  x ，证明： 1 2x   4x a .

3．已知函数 f ( ) lnx x  a ，x a为常数，若函数 f x( )有两个零点 1 2x , x ，求证： 2
1 2x  x e .

2
4.已知函数 f 2  ( )

1
x x (1 )a x  aln ，x a R ,有两个不同的零点 x1 2, x 求证： x1 2x  2．

5．已知 a R，函数 f x( ) x  aex 1有两个零点 x , x1 2 1 2, (x  x ).

6．函数 f (x)  x 2  2x 1 aex有两极值点 x1 , x2 2，且 x1  x .证明： 21x  x  4 .

7.设函数 f ( )x ex  ax  a(aR)的图像与 x轴交于 1 2 1 2A( ,0)x B, (x ,0)(x  x )两点．

（1）求证： f '( x1x2 )  0；（2）求证： 1 2x1 2x x  x .

8.已知函数 f x   lnx

x  a
（ a R），曲线 y f x在点 1, f 1  处的切线与直线 x y  1 0垂直.

（1）试比较 20162017与 20172016的大小，并说明理由；

（2）若函数 g x f   x k有两个不同的零点 2x ,1 x ，证明： 2
1 2x • x e .

9．已知函数 f x 
lnx


ax

.

2 2

（1）若 f x在点 ,e f2 2e  处的切线与直线 x y 4 0垂直，求函数 f x 的单调递增区间；

（2）若方程 f x 1有两个不相等的实数解 x ,1 x ，证明： x1   2x e .

10．设函数 f ( )x a ln x b 2x ，其图像在点 (2,P f (2))处切线的斜率为3 .当 a  2时，令 g x( ) f x( )  kx，

设 1 2 1 2x , (x x  x )是方程 g x( )  0的两个根，x0是 2x ,1 x 的等差中项，求证： 0g x( )  0 ( g x( )为函数 g x( )的

导函数）.
212．已知函数 f x( )

2
xl xn 

a
x ，若函数 g( )x f ( ) x x有两极值点 1 2x , x 求证：

1 2

1 1
2 ae

lnx lnx


13．（2019•蓉城名校联盟）已知函数 (f x) 2x= +(1 2- a)x - a ln x,a > 0有两个零点 x1 2、x ，求证： x x1 2 >1．
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专题 9 数形结合秒杀公切线
第一讲 公切线的几何探秘

=y f ( )x 与 =y g( )x 是否有公切线，决定它们公切线条数的是由函数凹凸性和共单调区间交点。

凹凸性相同的两曲线，在两个曲线 ¢¢(f x) 0, ¢¢g ( )x> > 0时，两个函数均为凹函数，且 (f x) 0,¢ ¢g ( )x> > 0时均

在递增区间，如图 1，若 =y f ( )x 与 =y g( )x 无交点，可以类比圆的外公切线，当小圆内含于大圆时，无公

切线；

若 =y f ( )x 与 =y g( )x 有唯一交点时，如图 2，可以类比于当小圆与大圆内切时，有唯一的外公切线；

若 =y f ( )x 与 =y g( )x 有两个交点时，如图 3，可以类比于当小圆与大圆相交时，有两条外公切线；

图 3两条公切线图 1无公切线 图 2有一条公切线

考点 1 切线与一曲线的切点已知，且与另一曲线相切，求另一曲线方程

【例 1】（ 2017 •许昌二模）已知函数 y  x 1 ln x 在点 A(1,2) 处的切线 l ，若直线 l 与二次函数

y  ax2  (a  2)x 1的图象也相切，则实数 a的取值为（ ）

A．12 B．8 C． 0 D． 4

解： y  x 1 ln x 的导数为
x

y'1
1
，曲线 y  x 1 ln x 在 x 1 处的切线斜率为 k  2 ，则曲线

y  x 1 ln x在 x 1处的切线方程为 y  2  2x  2，即 y  2x．由于切线与曲线 y  ax 2  (a  2)x 1相切，

y  ax 2  (a  2)x 1可联立 y  2x，得 ax 2  ax 1 0，又 a  0，两线相切有一切点，所以有  a 2  4a  0，
解得 a  4．故选 D．

x

，且 y f  x 的图象在 x  0处的切线 l与曲 y  ex相切，符合情况【例 2】已知函数 f x   x  e a a  0 
的切线有（ ）

A． 0 B．1 C． 2 D．3

解：函数 f x 
x

 x ae 的导数为 f x   1
1 ,a  0

x

ae
a

，易知,曲线 =y f ( )x 在 x = 0处的切线 l的斜率为

1
1
a

- ,切点为(0,−1)，可得切线的方程为 y 1 1
1  x
a 

  ，
00

假设 l与曲线 y = ex 相切,设切点为(x , y )，即有

0
0

11
11 1ex x

a a

æ ö
= - = -ç ÷ç ÷ -

øè
，消去 a得 0 0

0e ex x= -x 1,设 (h x) xe= -x xe 1- ，则 ¢(h x) = x xe 令 ¢(h x) > 0，则 x > 0

所以 (h x)在(−∞,0)上单调递减,在(0,+∞)上单调递增，当 x® -¥， (h x)® -1， x® +¥， (h x)® +¥，所以

(h x)在(0,+∞)有唯一解,则 ex0 >1，而 a > 0时,1
a

1
- < 与1 ex0 >1矛盾，不存在．故选 A.

另解：特值法，取 a =1， f ( )x x= - xe ， f x    xe , f1 0   而0, y ex  0，故不存在切线 l

图 4无公切线 图 5有一条公切线 图 6有两条公切线

同理，凹凸性不同的两条曲线，在两个曲线 ¢¢(f x) > 0为凹函数， ¢¢(g x) < 0为凸函数时，且 (f x) 0,¢ ¢g ( )x> > 0

公切线的几何探秘

均在递增区间，如图 4，若 =y f ( )x 与 =y g( )x 有两个交点，可以类比圆的内公切线，当两圆相交时，无内
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公切线；若 =y f ( )x 与 =y g( )x 有唯一交点时，如图 5所示，可以类比于当两圆外切时，有唯一的内公切

线．

若 =y f ( )x 与 =y g( )x 无交点时，如图 6所示，可以类比于当两圆相离时，有两条内公切线．

公切线定理代数表达：

当 y f  x 与 y g x具有公切线时，设直线与 y f  x 切于点 x , f x 1 1  与, y g  x 切于点  2 2x g x , ,

①当 y f  x 与 y g  x 切于同一点，设切点为 P x , y 0 0 ，则有


 x g x 
0 0

0 0

f   x g x
f






②当 y f  x 与 y g  x 为平行曲线，即 g  x f  x a b，则有 f x  f  x  1 2
21

21 ax  x
f x  f x  b b



③公切线方程的等量关系 f x  g  x  f   x g  x 21
21

21 x x
 ，求参数取范围或者切点的取值范围．

考点 2 平行曲线公切线问题

两平行曲线由于曲率相同，通常单调性单一的两曲线仅有一个交点，故只有一条公切线，类比于两圆的单

边外公切线模型．

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( )

21 1 2

12 2 1

12 1 2 1

1 1

f x¢ a

y k x x

f x a+ - b - f x = ¢f x x - x

( )x
b

=b a- ¢f x
a



根据切线方程

¢f x= + a , x\ x= +

y- = -

Þ f ¢- = k =

图 7凸函数 图 8凹函数

【例 3】（2018•邹城期中）若直线 y kx  b是曲线 y lnx  3的切线，也是曲线 y ln x( 2)的切线，则

实数b的值是（ ）

A． 2 ln
2

3
B．  ln2 6 C．  ln2 6 D． 2 ln

3

2

解：根据题意，设 y kx  b与 y lnx  3的切点为 1(x ， 1lnx  3) ，与 y ln x( 2)的切点为 2(x ，

ln x2 ( 2)) ； 对 于 y lnx  3 ， 其 导 数 y 
1

， 则 切 线 的 斜 率
1

1
x xy

x x
| 

1
， 切 线 的 方 程 为

11
1

y lnx ( 3)
1

 x( x ，即)
x 1

1

1
y x  (lnx

x
 3)  ；对1 于 y ln x( 2)，其导数

1

2
y 

x 
，则切线的

斜率
2

2

1

2x xy
x| 


，
1 2

1 1

x x  2
 ，则 21x x  2 ，则 2

2

2
2

x

x
 


；解可得 x2

4

3
  ，

2

3
x1  ；则

1

2
3) 1

3
b l( nx    2 ln ；故选 A．

【例 4】（2018•青山月考）若直线 y k x b与曲线 1C y: 3  xe 和曲线 2
2 ）:C y  xe  同时相切，则 b （

22 2
A． 

9 3
ln
3

B．  ln2 2 C．  ln
1 1

2 2
D．  ln3 3

解： 根据题意， 设直线直线 y kx  b与曲线
1C y: 3  xe 相切于 ( ,3m em )，与曲线 2

2 :C y  xe  相切于点

1( ,n en2 ) ，曲线 C y: 3  xe ，其导数 y  ex ，则有 y | emx m  ，则在点 ( ,3m em ) 处切线的方程为

(3 y e ) m m (e x )m ，即 y e x mm me (3  e )m ，曲线 2
2

n2
x n e:C y  xe  ，其导数  y ex2，则有 y |  ，则

在 ( ,n en2 )处切线的方程为 y e n ne 2 2 x n( ) ，即 y e x  nn ne 2 2 en2，则有 e em n2，则有m n  2，

2
又由me (3  em m )  nen  e 2 2n ，则有 en2 

3，则 3

2
n ln  2，则 2 2 9 3 3

2 2 2
 b ne n n e   ln ；故选 A．
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考点 3 两曲线公共点公切线问题

当 y f  x 与 y g  x 切于同一点，设切点为 0 0P x , y ，则有 


0 0

0 0

f   x g  x
f   x g x





，从而确定参数的取值范围．

【例 5】（2018•攀枝花期末）若曲线 y  ax2与曲线 y  lnx在它们的公共点处具有公共切线， 则实数a的
）值为（

A．
1

2e
B．

1

2
C． e D．

1

e

解： y  ax2， y  2ax， y  lnx，
x

 y 
1
，曲线 y  ax2与曲线 y  lnx在它们的公共点设为

P s( , t)处具有公共切线，
s

2as 
1
， t a 2s ， t lns，

1

2 2
t  ， s e， a

e

1

，故选 A．

【例 6】（2017•太原一模）设函数 f x  3
x2  a2 (x a  0)

2
与 g  x a2ln x b有公共点，且在公共点处的切线方

程相同，则实数b的最大值为（ ）

A．
2

1

2e 2
B．

1
e2 C．

1

e
D．

2

3

2e


解：设公共点坐标为 x , y 0 0 ,则 f x' 
2

 x3 a2 g,  ' x 
a

x
00,所以有  x g' ' xf  ,即

2

0
0

3 2x a 
a

x
,解出

0x  a ( 0x  3a 舍 去 ), 又 0 0 0y f  x  g x , 所 以 有 2 2
0 0 0

3
2

2
x ax  a xln b , 故

2 2
0 0 0

3
2

2
b x  ax  a l xn  b , 所以有 21

ln
2

 b a  2a ,a 对b 求导有  ' 2b a  1 ln a ,故b 关于a 的函

0,
1 
e 数在 为增函数,在

1
, 


  e 

为减函数,所以当 a 
1

时b 有最大值
2

1

e 2e
,故选 A.

【例 7】（2014•盐城期末）设点P为函数
2

f   1
x x2  2a 与x g x  a23 lnx  2ba 0 图象的公共点，以P为

切点可作直线 l与两曲线都相切，则实数b的最大值为（ ）

A．
3

42

3
e B．

3

43

2
e C．

2

34

3
e D．

2

33

4
e

解：设 y  f x 与 y g  x  x 0在公共点P ,x y 00 处的切线相同，   3a
2

f x   x' 2a g , x'
x

，

由题意  x g  x , 'f  x g 'x 0 0 0 0f   ，即
2

22
0 0 0 0

0


31

2
2

a
x ax  3a lnx  2b, x

x
 a2 ，由

2

0
0

2x a 
3a

x

得 x0  a 或 x0  3a （ 舍 去 ）， 即 有 2
1

b a  a22 2  a23 aln
2

2 2

2

5
 a a3 lna ， 令

2
 2 2 h t  5
t t3 lnt t 0 ，则 h t ' 2t  1 3l t n ，于是当 1 3lt tn   0，即

1

0  t e3 时， h t  ' 0；

当 1 3lt tn   0，即
1

t e3时， h t  ' 0，故h t 在
1

0,e3



 
为增函数，在

1 
e3 , 
 

为减函数，于是 h t 

在 0, 的最大值为

21

3 33

2
h e
 
e  
 

，故b的最大值为
2

33

4
e ，故选 D.



考点 4 两曲线公切线存在性判断和参数取值范围问题

【例 8】（2018•高安期末）若曲线 2
1C y  ax a : 0 与曲线C2 : y 

xe （其中无理数 e 2.718 )存在公切线，

则整数a的最值情况为（ ）

A．最大值为 2，没有最小值

C．既没有最大值也没有最小值

B．最小值为 2，没有最大值

D．最小值为 1，最大值为 2

图 10图 9

解：由 y  ax2，得 y  2ax，由 y  ex，得 y  ex，曲线 2
1 :C y  ax 与曲线 2 :C y  xe 存在公共切线，

设公切线与曲线C1 切于点 1(x ， ax21 ) ，与曲线 2C 切于点 2(x ， ex2 )，则
2

2

2
1

12
x

ax ex 
e ax

，可得

12x x 2 2，

1 1
2

12

x

e

x



a  ，记

1
2

2

x

f x( ) 
e

x



，则

1
2

2

x( 2)

4

x

f x( ) 
e

x



，当 x ( , 2)时， f x( )  0， f x( )递减；
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2 1x  x

2

4
f x( )min 

e
．a的范围是

2

[
4

e
，)，则整当 x (2,  ) 时， f x( )  0， f x( )递增．当 x  2时，

数a的最小值为 2，无最大值．故选B．

秒杀解法：由于 2
1C y  ax a : 0 与曲线 2 :C y  xe 均为凹函数，故根据图 9和图 10可知，先求出 1 2与C C

公共点的公切线，即 0

2
2

0 0 02 2,
4

ax ex= = ax Þ x = a
e

= ，若C1 2与C 要有两个交点，则抛物线开口越小时

2

4
成立，开口大时将没有交点，与题意不符合，故a ³

e
，故选 B．

【例 9】（2018•北京模拟）若两曲线 y x2 1与 y aln x 1存在公切线，则正实数a的取值范围是 ．

图 11 图 12

解：两曲线 y x2 1与 y aln x 1存在公切线， y x2 1的导数 y  2x， y alnx 1的导数为 y
x

 
a
，

设 y x2 1 相 切 的 切 点 为 ( ,n n2 1) 与 曲 线 y alnx 1 相 切 的 切 点 为 ( ,m alnm 1) ，

m m
y n2 ( 1)  2n(x  n)，即 y n x 2n2 1 ， y aln m( 1)

a
 x( m)，即： a

y x  a  alnm 1

2

2

11

n 
a

m
n alnm




   a 

2

24

a
 a alnm

m
 ，a  0，

2
1

4

a

m
   lnm，即

4

a 2 (1 m ln )m 有解即可，令

g x( ) x2 (1  lnx)， y x2 (1 ln )x 2 2ln )x
x

   x (
1
)  (x 1  0，可得 x  e， g x( )在 (0, e)是增函

数；( e，)是减函数，g x( )的最大值为：g e( )
2


e
，又 g(0)  0，

4 2
0 

a e ，  0 2a e．故

答案为： (0， e2 ]．



0

2
00

2
1 ln 1

a
x e

îa = eï
x a x

ì
2x0 = ì =秒杀解法：如图 11，找到 y x2 1与 y alnx 1相切于同一点的情况，即 xï

0í Þ
ï
í

ï
- = -

ï

ïî

，

由于两函数是一凹一凸，故类比于两圆的内公切线原理，两曲线相离时，有两条公切线，如图 12所示，故

曲线 y alnx 1要更加平缓，根据几何性质即可知道  0 2a e．

通常，曲线 =y af ( )x 越陡，则系数 a 越大，曲线 =y af ( )x 越缓，则系数 a 越小，类比二次函数图像即可

得知．

考点 5 不切于同一点的两曲线，已知公切线切一曲线的范围，求切于另一条曲线的范围．

公切线方程的等量关系： f x  g x 
f   x g x 21

21
1 2x x

【例 10】已知曲线 y  x 2 1在点 P 2
0 0( ,x x +1)处的切线为 l，若 l也与函数 lny x, x 0,1 的图象相
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切，则 x0满足( ) （其中 e  2.71828...）

A． 0x 1 2 B． 02 x  e 0C． e x  3

解：设 f  x0 0 2x ，所以切线 l的方程为  2   0 0 0y x 1 2 x x  x ，整理为： 2
00

D． x0 3 2

y x x x2 1 ，同时直

线 l也是函数  lny x, x 0 ,1 的切线，设切点为  1 1x , lnx  ，所以切线方程为 x  x 1 1
1x

lny x 
1  ，整理

为
1

1

1
y x  lnx

x
1 ，直线方程是同一方程（如图 13），那么

0
1

2
10

1
2

11

x
x

lnx

 

 x  






， 1, 0x   ，整理为

图 13 图 14
2  x, 0

【例 11】（2017•鄂尔多斯期中）已知函数 f x( )  


1
, 0

x x

x
x

 




的图象上存在不同的两点 A、B，使得曲

线 y f ( )x 在这两点处的切线重合，则点 A的横坐标的取值范围可能是（ ）

A． (
2


1，0) B． ( 1 ,

1
)

2
C． (

1

2
，1) D． (1, 2)

解：当 x  0时， f ( )x x2  x的导数为 f ( )  2x x 1；当 x  0时， f x( )
x

 
1
的导数为

2
f

x
x( ) 

1
，

设 1(A x ， 1f x( ))， 2B(x ， 2f x( ))为该函数图象上的两点，且 2x 1 x ，当 x1 2x  0，或 1 20 x  x 时，

1 2f ( ) x f ( x ) ，故 21x 0  x ，当 1x  0 时，函数 f x( ) 在点 1(A x ， 1f x( )) 处的切线方程为
2

11 1 1y  x x( )  ( x2 1) x(  x ) ； 当 2x  0 时 ， 函 数 f x( ) 在 点 2B(x ， 2f x( )) 处 的 切 线 方 程 为

22
2 2

 
1

y
1
x(

x x
 x ．) 两直线重合的充要条件是

12
2

1
x2

x
 1①， 2

1
2x

2
  x ②，由 2x 01   x 得

2

1
  ，10
x

由①②可得 4
1 1

1
12 0

4
x x   ，设

4
f ( )

1
x x4  2x 1 ，由

2 64
f ( ) 

1 1
 0，f (0)  1 0，可得 1 2

x ( 
1
，

0)，A可能；由
4

f ( 1) 
5
 0，B不正确；由①可得 x2 1，由②可得 2

1
2

2

4x
x  ，即

1
有 x2  8，则 C，

D不正确．故选 A．
秒杀解法：如图 14，易知曲线位于分段的两个区间，且两段属于一凹一凸模型，故可以类比两圆相离时的
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内公切线，两区间一定属于同一单调区间， x > 0时， (f x) x
= -

1
属于单调增区间，故当 x < 0时，

f ( )x x2= + x的单调增区间为 -
1

ç ÷ç ÷,0
2

öæ

øè
，根据图像， A可以位于此区间，另一个点 B所在区间® +¥，不

好把握，故选 A．

【例 12】（2018•葫芦岛一模）若对于函数 f ( )x n1 ( x 1)  2x 图象上任意一点处的切线 l1，在函数

g x( ) a sin x cos x  x的图象上总存在一条切线 l2，使得 21 l l ，则实数a的取值范围为（ ）

A． ,1]
2

[
2 1

B． ][1,
1 2

C． ,)
2

] [ 2 1
2

2
,
1

(




2

D． (,1] [1,)

1x 
解：函数 f ( )x n1 ( x 1) 2x ， f ( ) 

1
 2x x，其中 x  1，函数 g( )x a sin x cos x x

1
a s in 2

2
x x，

 g ( ) x a cos 2x 1；要使过曲线 f x( )上任意一点的切线为 l1，总存在过曲线 g x( ) ax  2cos x上一点

2 21
1 1x 

1
1

2

2
1

1
1

x
 x


处的切线 l2，使得 1 l l ，则 (

1
2 )x a( cos2x 1) 1， a cos 2x 1



1 1
1 1

11
2 2( 1) 2  2 2 2

11
x x

xx
 


x1， 2x 使得等式成立，(

1 2

2
，0) [ 1 | a |， 1 | a |]，

解得 a| |1，即a的取值范围为a1或 a1．故选D．

达标训练

1．（2018•江岸月考）设曲线 f ( )x aln x b和曲线 g( ) six  n
2

x
 cx在它们的公共点M (1,2)处有相同的切线，

则 a b c  的值为（ ）

A． 0 B． C． 2 D． 4

2．（2017•微山月考）已知 f ( ) x ln x，  2

2 2
g x( ) x mx

1 7
 (m 0)，直线 l与函数 f x( )， g x( )的图象都相

)切，与 f x( )图象的切点为 (1, f (1))，则m等于 (

A． 1 B． 3 C． 4 D． 2

3.（2017•海淀期中）函数 f ( ) x lnx与函数 g( )x a 2x  a的图象在点 (1,0)的切线相同，则实数 a的值为

（ ）

A．1 B．
2


1

C．
2

1
D．

2

1
或

2

1

）4.（2018•宁城模拟）已知曲线 y ln x 2和曲线 y ln x( 1)有相同的切线，则该切线的斜率为（

A． e B． 3 C．  ln1 2 D． 2

5.（2017•雁塔期末）若存在过点O(0,0)的直线 l与曲线 f ( )x x  33 2x  2x和 y 2 x a都相切，则a的值

是（ ）

A．1 B．
64

1
C．1或

64

1
D．1或

64

1

6.（2017•太原一模）设函数 f x x2 3 4axa  0 与 g  x a22 ln x b有公共点，且在公共点处的切线方

程相同，则实数b的最大值为（ ）

A．
2

1

e
B．

2

1

2e
C．

2

1

3e
D．

2

1

4e
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7．已知曲线 y x a与e y  2x 恰好存在两条公切线，则实数a的取值范围是（ ）

A． 2ln2 2,  B． 2ln2,
C． ,2ln2  2

8．（2016•荆州期中）函数 f ( ) x lnx在点 0P(x ， 0

D． ,2ln2  2 
f x( ))处的切线 l与函数 lg x( )  ex 的图象也相切， 则满

）足条件的切点P的个数有（

B．1个A． 0个

9．（2016•益阳模拟）若曲线 2
1C y ax: (a  0) 与曲线 2 ）

C． 2个 D．3个

:C y  xe 存在公共切线，则a的取值范围为（

A．
2

0,
8

e 


 
B．

2

0,
4

e 


 
C．

2

8

e 
 ,
 

D．
2

4

e 
 ,
 

10．（2017•南雄二模）已知曲线 1C : y  x2 与曲线 2C :
2
)

2
lny x( x ,直线 l是曲线 1C 和曲线 2C 的公切

线，设直线 l与曲线C1切点为 P ,则点P的横坐标 t满足（ ）

1
A． 0

2e
t  B． 1 1

2 2e
t  C． 1 2

22
t  D． 2

2
2

t 

11．（2018•四川模拟）已知直线 l是曲线 y  ex与曲线 y e2x  2的一条公切线，l与曲线 y e2x  2切于点

( ,a b)，且a是函数 f x( )的零点，则 f x( )的解析式可能为（ ）

B． f x( ) e2x (2x  2ln2 1) 2A． f x( ) e2x (2x  2ln2 1) 1

C． f x( ) e2x (2x  2ln2 1) 1 D． f x( ) e2x (2x  2ln2 1) 2

12．（ 2018 •盐湖模拟）设过曲线 f ( )  x ex  x 3a 上任意一点处的切线为 l1 ，总存在过曲线

g( )x x( 1)a  2cos x上一点处的切线 l2，使得 21 l l ，则实数a的取值范围为（ ）

A． [1,1] B． [2,2] C．[2,1] D．[1,2]

）13．（2018•长沙月考）若函数 f ( ) x lnx与函数 g x( ) x2  2x  a(x  0)有公切线，则a的取值范围为（

A． ,)
2

(ln
1

e
B． (1,) C． (1,) D． ( ln 2,)

14．（2016•辽宁期末）已知函数

2 x , 0
)  


1

, 0

x x  a
(f x

x
x





的图象上存在不同的两点 A、B，使得曲线 y  f x( )

在这两点处的切线重合， 则实数a的取值范围是（ ）

4
A． (

1
,1) B． (2,) C． ,)

4
(,2) (1 D． )

4
(,

1

15.（2017•红塔月考）已知曲线 y  exa与 y x ( 1 2) 恰好存在两条公切线，则实数a的取值范围为（ ）

A． ( , ln2 2  3) B． ( , ln2 2  3) C． (2ln2 3, ) D． (2ln2 3, )

16．曲线 y a x a( 0)与曲线 y  ln x有公共点，且在公共点处的切线相同，则a的值为 ．

17．（2018•全国四模）函数 f x  2 1
1

lnx 
mx

与g  x
x

 x 


有公切线 y ax a( 0)，则实数m的值为

．
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